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ANIII,1 


Analyse LEI 
In dit college houden we ons allereerst bezig met het bepalen 


van primitieven van continue functies IR > IR; zie hiervoor 
Inf. hoofdstuk 4, 


Hoofdstuk 1. Differentieerbare afbeeldingen IRP > RU, 
61. De afgeleide van een afbeelding. 


Normen op IRÌ (zie An. II, (8.7)). 


Indien niet anders wordt vermeld stelt in het onderstaande, 
kh EN SR EE 3 


indien X = (Xi sX2seeesXn) E RP, [xl Één van de normen xfx)? = 
1 
=[ XY xil° (Euclidische norm), max |x;| {maximumnorm), > [x; | 
i=1 1SiSn 1=1 


(somnorm) voor. Men gaat gemakkelijk na dat in dit geval de defi- 
nities, stellingen en bewijzen onafhankelijk zijn van de keuze 
van de norm, 

Voorzien van de Euclidische norm is IRÌ een Hilbertruimte: 


voorzien van de maximumnorm of de somnorm is IRÌ een Banachruimte, 


Lineäire afbeeldingen (vgl. Algebra & Meetkunde, hoofdstukken 
2 en 3). 
Een afbeelding L : IRP > IRA heet lineair indien voor alle 
x,y E IRP en alle A € IR geldt 
L(xty) = Lx + Ly, L(AX) = ALX. 
De matrix mat(L) van L (ten opzichte van de "natuurlijke! bases 
in IRP en IRS) is de q Xx p-matrix waarvan de kolommen zijn 
Le{1),,,,relP), waarbij a ® Oe (= 0 als ii #k, = 1 als 
1 = k). Zijn Li en L2 lineaire afbeeldingen resp. IRP > IRQ 
en IRS > RF, aan is.mat(LyL,) = mat(La2 )mat(lij. 


Zij L : IR > IR! lineair. De determinant det(L) van L is de 
determinant van mat(L) (wel geschreven als alLelt) re). 


Er geldt: L”! bestaat ® det(L) # 0; bestaat L”!, dan is 
det(LT!) = [det(L)] Ì Zijn Li en Lj lineaire afbeeldingen 
IR" > IR, dan is det(Lala) = det(la)det(L, ). 


Ne EE EN OR 
$ 


OPDEED GERE PNI EE ONE NEDEN BE NR RA EN 


A EN ANDA CLOE ROEIEN 
NS 


dd) 


(1.4) 


(4,5) 
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Is L : IRP > RÎ lineair, is mat(L) = (a;5) en is x € RP, dan 
is Lx = y met y; = ZX aj (1 SisSaq); inplaats van Lx schrij- 
4 | 


ven we ook mat(L)x. Voorzie IRP en IRS van de somnorm iS voor 
alle x € IRP is 


NLxl Eloi e= PID SCE Blas) E [asl 
X = KIA = Ar ZS E Els 4 X5 
ee ned LC get 324 159 iel jad U ger 


dus 
& 
Ex, S LI Ixil 


q Pp 
waarin IL, = 2 2 las 3! (vel, An, IE, €8,10), 2). 
iz=1 j=1 


Stelling. Een lineaire afbeelding L : IRP > RI is uniform 
continu. | | 

Bewijs: zij e > 0. Voor alle x,y € IRP met Ix-yll, S e/ II LIL +1) 
geldt Il Lx-Lyll = WLCx-y), S WEI SI x-yll S €, 


We beschouwen nu afbeeldingen IRP > IRA die in een hieronder 

te vermelden zin lokaal te benaderen zijn met lineaire afbeel- 
dingen. 

Zij AC IRP open, a € A, f een afbeelding A > IRÍ, L een lineaire 
afbeelding IRP > IRO, 


Definitie. f heet differentieerbaar in a, met afgeleide L, indien 
a. (*) lim [f(x)-f(la)-L(x-a)l/llx-all = 0, 
xa 
of 


lo 


er een Pp : A > IRA is met lim olx)/llx-all = 0 zó dat 
xa | 
(**) (Vx E A)f(x) = fla)+L(x=-a) + P(X) 


(de equivalentie van a en b is evident). 


Opmerking, Men schrijft wel p(x) = olllx-all )(x > a); vgl. 
Inf. (2.45) en (2.46), 


De afgeleide van f in a is eenduidig bepaald: voldoet aan (*) 
zowel L = Li als L = L2, dan geldt Li = Li. 





CLB) 


CLE) 


(1.8) 
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Bewijs: substitueer L = Li en L = La în (*) en trek af; er volgt 


lim [ (L2-Li)(x-a)l/Ilx-all = 0. Voor alle e € IRP, e # 0 geldt 
x>a 


(neem x = atte, met t J 0): 
0 = lim (La-La)lte)/lltell = lim t(L2-Lide/tllell = (La =Li )e/llell ; 
ty 0 ty 0 | 


er volgt dat L2-li = 0 ofwel La= Li. 


Definities. 


a. f : A > IRÌ heet differentieerbaar als f differentieerbaar 


is in elke a € A, | liene 
De Zij LRE) de verzameling van alle lineaire afbeeldingen 
RP > RU, Is £ : A > IRO differentieerbaar, dan heet de af- 
beelding f'': A > L(IRP,RY) die aan elke a € A de afgeleide 
van f in a toevoegt de afgeleide van f, In plaats van f' 
schrijft men ook wel df, 


Stelling. f is differentieerbaar in a > f is continu in a, 


Bewijs: er is p : A > IRÀ met 1im o(x)/Ix=-all = O0 en 
Xa 


(Wx E A,x kalf = Blaltf'(adlxa) + PR « Ixeal. 
Uit lim [f'(a)(x-a)l = 0 (vgl. (1.3)) en lim plx)/Ilx-all = 0 


Xx ”a x a 
volgt lim f(x) = f(a); pas nu An, II, (5,12), 1 toe. 
Xa 


Stelling (rekenregels voor de afgeleide). 


Zij AC IRS open, a € A3 laten f en g : A > IRÍ aifferentieer- 
baar zijn in a. Dan geldt: | 
a. f+g is differentieerbaar in a, en 

(f+g)'(a) = f'(a) + g'(a). 
Is À € IR, dan is Af differentieerbaar in a, en 

(AEN Ca) = AET Cad, | | 
Bewijs: voor alle x EA, x#a is 


(Fte) (x)-(£+ )(a)-[f'(a)ltg'(a)l(x-a) 


| 


| x-all 
- f(x)-f(a)-f'(a)(x-a) ‚ S(x)-gla)-g!(a)(x-a) 
| x-all || x=all 
en 
(AF) (Xx) (AF) (a)-Af'(a)(x-a) 5 ‚EGI -f(a)-f'(a)(x-a), 
| x-all | x-all 8 


pas nu An. II, (8.11) toe, 
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(1.9) Stelling (kettingregel), 


(1.10) 


Zij AC IRP open, a € A; zij f : A > IRS differentieerbaar in a. 
Zij BC IRF open, bE€ B; zij g : BA differentieërbaar in b, 
terwijl g(b) = a. | 
Dan is f 0 g differentieerbaar in b, en 

(Le gil) == Flake! Cb). 
Bewijs: er zijn p : A > RÀ en o : B> IRP met lim p(x)/Ilx-all = O 


en lim o(y)/Ily-bll = 0, terwijl A 


yb 


(Vx E A)f(x) f(la)+f !'(a)lx=-a) + px) 


en 
(Vy € B)g(y) = g(b)+g'(b)(y-b) + o(y). 

Er volgt dat voor alle y € B geldt (substitueer x = g(y)): 
(É o gy) = (£ 0 gb) + f'(a)lg'(D)(y-b) + T(y) 

waarin 
T(y) = f!'(a)loly) + p(gly)). 


Uit lim oly)/lly-bll = 0 volgt lim [f'(a)o(y)l/Ily-bll = O0 (vgl. 
7D y>D 


‘(1.3)). Teneinde de term p(g(y)) te onderzoeken voorzien we IRP, 


IRS en IRE van de somnorm || «|l Zij € > 0 noem a = Wa" (BD) +1. 


Er is Ô > 0 zó dat voor alle met xml, S 8 geldt: | 
Wo GON < Sllx-all (merk op dat pla) = 0), Er is ôt > 0 zó dat 
voor alle y met Wy-bll S 8, geldt: holy), S Il y-bll én 
Wety)-all S ô (val, (1,7)); dus j 


log, S Algly)-all, = lg! (b)(y-b) + oly)l, S 


< E ! he end < E, had jen kans 
Sig DI y Dll + y Dll] sell y-bll ell y bil 


(vgl. (1.2)). We concluderen dat lim oCgly))/Iy=bll = 0, dus 
y>D | 

lim T(y)/Iy-bll = 03 er volgt dat f o g differentieerbaar is in 

y”b 

b, met afgeleide f'(a)g'(b). 


Voor het geval p=q=1 stemt de in (1.4) gegeven definitie van 
differentieerbaarheid overeen met de in Analyse I gegevene; de 
afgeleide van f in a is volgens An‚ I een getal c, volgens (1.4) 
de lineaire afbeelding Xi» CX, 


In het volgende beschouwen we de gevallen p=1 resp. q=1 nader, 


ANIII,5 
62. Differentieerbare vectorfuncties en matrixscharen. 
Ammann 


(2.1) Zij AC IR open, a € A, f : A IRÍ aifferentieerbaar in as 
men noemt f wel een vectorfunctie, Vgl. An. II, (5.17), 1; we 
schrijven f = (Er sfas...sfg) (waarin elke fx een functie 
IK * IR 1e). 
f!'(a) is een lineaire afbeelding IR > IRS; schrijven we f'(a)1 = 
= A(E RI), dan is (Yx S IR)f'lalx =s Xa, en 


heee sjeltlalf Caja)  flxifla) 
x-a x=-a 

Er volgt: f is differentieerbaar in a, met afgeleide x > xa © 

15 f(x)-f (a) _ 

Im Dz 0 

Ee x-a 
Re trl) 

Ee x=-a en x-a 
(waarin a = (ati „02 sees) volgt nu: f is differentieerbaar 


in a dan en slechts dan als alle fj differentieerbaar zijn in 
as in dat geval is 

(Yx ES IR)f (alm = x(Erla),fdla),...,fg(ad) 
(Ycoördinaatsgewijze differentiatie"), Men noemt ook 
(ÉrCa),fila),...,fg(a)) wel de afgeleide van f in a, en men 


schrijft hiervoor ook f'(a) (d.pev. f'(adij, 


(2.2) Naar analogie van (2.1) definieert men de integraal van een 
afbeelding IR > IRS coôrdinaatsgewijs: zij f : [a,b] > IR 
eontinú, f = (Er sfaseresfg)s alle fx : [a,b] » IR zijn continu 


(zie An. II, (5.17), 1), en we definiëren 


je) Db b Db 
Sfax = (FF, (x)dx, SE CdK, ese f fg edda) 
a a a | a 

(deze integraal is dus een element van IRO), 


Voorzien we IRÀ van de somnorm {| “|| 
b D 
WEG dax, S SECO dx. 
a a 


5 dan geldt 


D 
Sf ,Go)ldx = 
a 


" MO 


b | q b 
Bewijs: WÉG)dxll, = XE wf Go)dxl < 
a k=1 a 


k=1 


nu MO 


[ 


D 
[£Cx)lldx = SWEGOIL dx. 
k=1 a 


ET 
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Zed) Aajt = (FryfaseessfO) : [a ‚bl > RS differentieerbaar, terwijl 


(2.4) 


(Vx E (a,b))f'(x) = 0} volgens (2,1) is dan 

(Vi) (Vx E (a,b))fylx) = 0, 
dus alle fx zijn constant. Er volgt dat f constant is, 
Van de voor functies IR > IR in An. I bewezen middelwaarde- 
stelling van de differentiaalrekening bestaat echter geen 
generalisatie tot afbeeldingen IR > IRÀ indien RT 


Z1j M(n‚n) de (reele) Banachalgebra van alle reële n Xx n=matrices 
Ks Cars) met (multipiicatieve) norm 
n 
= Z ll: 
LAI Le EEE 


vgl. (1.2) en sn IL; €8,10), 2e 


2 
. . . n e 
‚ M(n‚n) is als lineaire ruimte isomorf met IR © d.w.z, er is 


(245) 


2 
een bijectie® : M(n‚n) > IR met 


(A+B) = 
HAA) = 


zo'n & wordt bijvoorbeeld gegeven door | 
[CAI]; = Ak i-(k-i)jn Als 1 Sk Sn zó dat (k- en 1 < kn 


("schrijf de rijen van A achter elkaar"). Voorzien we IR van de 


(VA,B € M(n‚n)) (va € IR)? Or 


dLA); 


somnorm Well, dan is & zelfs een norm=-isomorfisme, d.w.z. dan 
geldt nog 
(VA € M(n‚n) All B Ie CAN 


Z1j A C IR open, a € A, f een afbeelding A > M(n‚n); men noemt 

f wel een matrixschaar. Vgl. An. II, (5,17), 25 we schrijven 

f = (£ 3) (waarin elke f;j een functie IR edn is), 

We hen nnn f als afbeelding A > IR” Zu, is ò o f : A > IR" 
differentieerbaar in a, met afgeleide a (waarbij a een element 
van TRP iss vgl. (2,1)), dan noemen we f differentieerbaar in a, 
met afgeleide bla; we schrijven dan b”la=f'(a). Uit (2,1) 

volgt nu: 


f is differentieerbaar in a, met afgeleide f'(a) © 


Tin Edle) £'(a), 
Xd 
Xa 


en: f is differentieerbaar in a * alle F3 zijn differentieer- 
baar in a; in dat geval is 
e t 
f'(a) = (Éi3(a)) 


("elementsgewijze differentiatie!), 


Oe 


AE NL ETEN LS NEE DA AD ESE Te 


DEE GE NRE MOEN PEAT ORE MR A RADEN OO 


Sn. 


BAARD Pe ARP ek 
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(2.6) Laten F en G : A > M(n‚n) differentieerbaar zijn in a € A, en 


27) 


28) 


zij h : AIR" differentieerbaar in a, Door elementsgewljze 
resp. coôrdinaatsgewijze differentiatie volgt (ga na): 

FG : A > M(n‚n) en Fh : A > IRÀ (gedefinieerd door (Fh)(t) = 
= F(t)h(t)) zijn differentieerbaar in a, en 


[{EG)' (a) F'(a)G(a) + F(a)G'(a) 
(Eh) '(a) F'(a)h(a) + F(a)h'(a). 


Zij P € M(n‚n); we definiëren f : IR > M(n‚n) door 


f(t) = eËP 
(vgl. An. II, (10.21)), Merk op dat (t+P)? = tEPA (n € IN). 
Er geldt: 


f'(t) = PetP = etPpP (tE IR). 


Bewijs: voor alle t € IR, t # 0 is 
oo n=-?2pNn 

z(etP - D-Pe=t?2 oa 

n=? 

(waarin I de eenheidsmatrix is), Voor alle t € IR met |tl <1 


ne 


en alle p 2 2 is 


Pp n-2pn Pp 

ke ee ede eelt. 

sen OM CR He S 

Er volgt (ga na) dat voor alle t met 0 < |tl < 1 geldt 
IPI 5 


1(atP — ss < ms ie 

Lace Eh Bl 5 jelte Eed 
en dus 

Lim zel" -1) sn 

ED 


Aangezien voor alle t‚u € IR de matrices tP en uP commuteren 
geldt vals An« ET, £10,21)) voor alle a © IR: 
SR aen atte=adE 


lim == = lim eaP . a = SED. 


ta in t>a 


Joepassing: differentiaalvergelijkingen, 
Zij F een afbeelding [a,b] x IR > IRÌ. Een differentieerbare 
f : [a,bl > IR heet op [a,b] een oplossing van de differentiaal- 
vergelijking y!' = F(t‚y) indien 
CPN AVE S labiie WE) SFP, 
Schrajven we f = Kbistemesestns et Es (EraFagsesstnds dan is 
Ee) equivalent met 
(WilYt E [a,bl)fk(E) = Frlt,fiCt),Fa Ct), eef CEI 


(28) 


E20) 
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we zeggen dat het (geordend) n-tal functies fi ‚fa ,...sfn OP 


[a,b] voldoet aan het eerste orde=stelsel differentiaalverge- 
lijkingen ‘ 

vi = Fi (tEsyY1 Ya sees sYrn) 

ya z Fa (t;sy1 sY2 see sYn) 


Yn = Fr(tsyi 592 see: sYn) 
We beschouwen de differentiaalvergelijking y' = Ay waarin A een 
n X n=matrix met constante (reële) elementen is; we nemen in 
(2,8) dus F(t‚y) = Ay. 
Zij yo E RF en Ft) = st (t E IR); er geldt 
£'(t) = (etÂ)!yo = Aetfyo = Af(t) 
(vgl. (2.6) en (2.,7)). We concluderen dat voor elke yo € ER 
de functie t > etÂyo een oplossing van y' = Ay op IR is, Is 
cE IR, dE RF, dan is t > e{t-elAg ez ether 


f die voldoet aan f(c) = dj men kan bewijzen dat dit de enige 


CA) een oplossing 


oplossing met deze eigenschap is (indien U fijnproever bent: 
zie (2.11)). 


We conèluderen: is ai3 SIR (1 S 1;j “nl, e SR, ds S IR 


(1 S isS$<n), dan is er precies Één (geordend) n-tal functies 


fisf2s...sfn dat op IR voldoet aan het lineaire eerste orde- 
stelsel differentiaalvergelijkingen 


y 
gf 


= A11Y1 + A12Y2 + se + a4nYn 


i 
2 = A21Y1 + A22Y2 + ‚. + ArnYn 


Yn “ An1Y4 + In2I/2 * vre F AnnYn 
en aan file) = di, f2le) = de yeserfnle) = dn. 


We beschouwen de homogene lineaire n-de orde differentiaal- 


vergelijking met constante coëfficienten 

C**) pn + An-1Y Be .… + a1y! + aoy = 0 
waarin de ak reêle getallen zijn. Is f een oplossing van deze 
vergelijking op [a;bl , dan is g = (ESE! „EN, „eme een op=- 


lossing op [a,b] van de vergelijking y' = Ay, waarin 








(2.11) 
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Ö. B A B Oh a 


Â = : : : Ei ì 
î : 4 0 
0 0 ' « U 1 
Pao oe ne Ed 
(ga na). Is omgekeerd g = (gi +82 5:+.sEn) een oplossing op [a,b] 
van y' = Ay, dan is g, een oplossing op [a,b] van («#*). Met be- 


hulp van (2.9) eoneluderen we: 
Is e € IR, di € IR (1 < i < n), dan is er precies één f die op 
IR voldoet aan (**) en aan fe) = dis f'(e) = Ee 


Voor de fijnproevers: in het volgende generaliseren we de in 
An. II, (8.19) t/m (8.22) behandelde stelling van Picard, We 
voorzien IRÌ van de somnorm Well 
Stelling. Zij F : [a;bl x R° > mRÉ continu, terwijl F voldoet 
aan een Lipschitzvoorwaarde met constante k > 0: 

(Vt € [a,bl)(Vy,z € IRÜIFCt,y)-FCE,z)l , S Klly-zll 
Dan is er bij elke c € [a,b] en elke d € IRN precies één op= 
lossing f van de differentiaalvergeliìjking y' = Flt;y)lop 
[a,b] ) die voldoet aan f(c) = d,- 
Bewijs: zij V de reële lineaire rùimte van alle continue 
f : [a,b] > RP; is £ € Vs Ee Clrutameestns den aijn alle 
Ej * Fa,b] > IR continu (zie An. II, (5.17), 1). We definiëren 


een afbeelding ||…[| : V > IR door 

==? k za 
IÉ| = sup e |t Cleo. 
| astsb 
Men gaat gemakkelijk na dat |l:|| een norm op V is, en dat 
n 

(DD Wper KP) sup [ECH] SIE < 2 ‘sup [ECH]. 

astsb i=1 aSts<b 


Uit (1) volgt dat (f£(n)) een Cauchy-rij in V is dan en slechts 
dan als voor elke i de rij ba) Sen Cauehy=f1ij is An Clasbl, 
voorzien van de supnorm; uit de volledigheid van laatstgenoemde 


nuimte volgt, weer met (1), de volledigheid van CV ‚Il <1). 


EEND ERE ADE AEEA TA PEEN METEN EE EEN EREN ON 





DE RER POLA EA TOME EE MENNE PRARMEDEL CARNEN AES TL MASA 
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Voor elke f € V is de afbeelding t > F(t‚f(t)) (van [a,b] in 

IR) eontinu (ga na) we definiëren T£ : [a,b] > RÀ door 
(TÉ)(t) = d + fF(u,f(u))du. 

Door een coördinaatSgewijze beschouwing zien we dat Tf continu 

is; T is dus een afbeelding V > V, Verder geldt voor alle 

fg © Ven alle tSfasbl (wel, (2:23): 


sE 
UETEFCE) — KCTEICEN 5 [SIN F(u,£lu)) -— F(lu,glu))ll duf S 
e 


Ë t à | | 
< IS IECu) - glullgaul = Klfe?klerel „-?klereljecu) — glt gdul S 
Cc C 


2k | u=c | 2k| t-c| 


t 
S kllf-gll [fe dul < 3 f-glle 
C 


(vgl. An. II, (8.20)). Er volgt dat IITf-Tgll < 3lf-gll , dus T 
is een contractie op V. Volgens de contractiestelling (zie 
An. II, (6.21)) heeft T precies één vast punt f3 f voldoet 
aan — 5 | 
(Yt E [a,bl)f(t) = d + fF(u,f(u))du 
en als in An. II, (8,19) bis een coördinaatsgewijze beschouwing) 
blijkt dat dit equivalent is met f'(t) = F(t‚f(t)) (a $ t Sb) 
en f(c) = d, 


„Toepassingen. 


1. We nemen F(t‚y) = Ay; waarin A een n x n=matrix is met 
constante (reële) elementen; vgl. (2,9). Voor alle y‚z € IR" 
geldt WAy-Azll  < lAllslly-zll;;s er volgt dat F continu is en aan 
een Lipschitzvoorwaarde voldoet, Door toepassing van boven=- 
staande stelling op de segmenten [e=-p‚c+p] (waarin p > 6) 


vinden we: voor alle c € IR, d € IR is er op IR precies 


Één oplossing f van de differentiaalvergelijking y!' = Ay die 
voldoet aan f(c) = d. 
2. We nemen F(t‚y) = A(t)y waarin A een continue afbeelding 


[a,b] > M(n‚n) is. Er is (ga na) een k > 0 zó dat 
(vt € [a,b] dllACH)Is S ks 
als in 1 blijkt dat F voldoet aan een Lipschitzvoorwaarde, 


Ga zelf na dat F continu is. 
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Ker) 
e 


We beschouwen de vergelijking 

(n) (n-1) t En 
(2) y FA CEY veetai (t)y! + aolt)y = 0. 
Met behulp van de beschouwingen in (2,10) volgt uit 1 en 2: 


+ a attiy Pl, 


zijn A0 sär1s.essAn-gsAn-1 ! [a,b] > IR continu, dan is er bij 
alle c € [a,bl,‚di;d2s...sdn E IR precies één oplossing f van 
(2) op lasbl- die valdoet aan f(e) = dei,f'Le)e= 
= dns zijn alle ak constant, dan is er op IR precies één op- 


lossing van (2) met de genoemde eigenschappen. 


63. Differentieerbare functies IRP > IR. 


(3.1) Zij AC IRP open, a € A; zij f : A > IR differentieerbaar in a. 


Voor alle e € RP, e # 0 geldt (ga na) 
flatte) — f(a) — tf'(a)e 


lim = 0 
10 tl e 
dus 
(4) Tim Atte) — fla) _ rajo, 
+0 5 





We noemen het linkerlid van (+) de partiële afgèleide van f in a 


t.o.v. e. De partiele afgeleide van f tso.v. a (waarin 


| ee = Ôsx) noemen we ook de partiële afgeleide van f naar x3; 
deze wordt aangegeven met een der symbolen Drs dif. Fx dxifs 
| Det; enz, 

| Difla) = f'(meld) asis<p), 

| en dus 


| mat fla) = (DiflalsD a) pense Dpf la 

| (vl. (121). 

Definiëren we nog de afbeelding grad f : A > IRP door 
grad f(a) = (Di f(a),Defla),...,Dpf(a)) 


(de gradiënt van f in a) dan is voor alle e € RP: 


' ei 5 E of 
f'(a)le = (grad f(la)le) = LZ zp ale,. 
gn Xs 1 
1=1 1 
(3.2) De partiële afgeleide van f in a naar xj is de afgeleide van de 
Functie x;. flair ,s.-saj-2XirAingst te sap) in aj5 voor partiële 
differentiatie gelden dus de differentiatieregels voor functies 


IR > IR. Zo geldt voor partieel naar xj; differentieerbare f en 
8: RP > mR: 


ei ne EE ne kh nae adi ee ne ki Mi a a ah a nn ed ok EPE IN kk os in ae dit ik 
d 








â 
di 
ô 
N 
d 
| 
é 
, 
; 
| 


3d) 
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D;5) se overal waar g niet nul is, 


g 

Dild o £) = (6' 0 F)D;f 
als ò een differentieerbare functie IR > IR is. Uit deze for- 
mules leiden we weer af dat voor differentieerbare f en g : IRP > R 
geldt: | 

grad (f£) = g grad f + f grad g, | 

grad (5) = or (2 grad f - f grad g) overal waar g niet nul is, 

grad (6 o f) = (ò' o f) grad f. 
De laatste formule volgt ook door toepassing van de kettingregel 
(1.9); ga na. Eveneens door toepassing van (1.9) vinden we: zijn 
f 2 IR * IRP eng : IRE > R differentteerbaar in resp. aE IR 
en fla) = bE IRP, dan is (go f)'(a) = g'(b)f'(a) ofwel 

(go f)'(a) = (grad g(b)|f'(a)) = È pre P)Ej la). 

iz 

Volgens (3.1) geldt: f is differentieerbaar in a > f is in a 
partieel differentieerbaar t.o.v. elke e € IRP. Het omgekeerde 
van deze stelling is niet juist: | 
Zn als (x,y) # (0,0), £(0,0) = 0, f is 
in (0,0) partieel differentieerbaar t.o.v. elke e = (ei ez) 


(F (0,0)), immers | 
f(tei ,tes ) — f(0,0) 


Neem p = 2, f(x,y) = 





' tei ej 
lim = lim = 0: 
10 t +0 e3 +t? e] i 


er volgt dat grad f(0,0) = (0,0). Uit de differentieerbaarheid 


van f in (0,0) zou volgen lim f(x,y)/Il (x,y)ll = O0 (ga na), 
geet 0) 
dus (neem x = ge en he hedde VX? +y?) 


oe in = 53 
yY0 TEE 


tegenspraak. 


Er geldt echter de volgende stelling: 


(3.4) Stelling. Bestaan alle Dijf (1 Si $<p) in een omgeving van a 


en zijn ze continu in a, dan is f differentieerbaar in a. 
Bewijs: voorzie IRP van de somnormll:|lg; laten alle Dif gede- 


finieerd zijn in Blasr). 





3.5) 


(3.6) 
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Zij x € Blasr); volgens de middelwaardestelling van de differen- 
tiaalrekening (voor functies IR > IR) zijn er E; tussen xj en aj 


(1 Sis$Sp) zó dat 


pel 
f(x)-f(a)= 2 [ f(a; vene srt tsp) flas vree sake XkagseersXp)= 
k=0 | 
pel | 
a ed Rede ses erk Ed Kee Xp) = 
=(grad f(a)lx-a) + 
pel Re 
ep ket rara) U Dagf lar sees saksbra agree ep) 


-Di44f (ar see sap)| e 
Zij e > 0. Er is 8 > 0 zó dat voor alle x met |lx-all, < ô en alle 
k, 1 Sk Sp geldt |Duf(x)-Dkf(a)| Se, dus | 


p=1 
[f(x)-f(la)-(grad fla)|x-a)l <S Er ker ages! = ellx-all 


Er volgt dat f differentieerbaar is in a (ga na). 


L(RP,IRSÚ) en M(q,‚p) zijn isomorf als lineaire ruimten; voorzien 


we ze van de normen IILllg = mat); = X 2 |azjl (met 
| iz1 j=1 
LE E(IRP,RY), mat(L) = Caij); vgl. (1.2) en (2,4)), dan zijn 


ze als genormeerde lineaire ruimten isomorf. 
Zij AC IRP open, f : A > IRÍ differentieerbaar, 


Definitie. f heet gontinu ditferentieerbaar indien f' s A > L(IRP,TRY) 


(waarbij L(RP,IRÚ) voorzien is van de norm Il) continu is, 


Merk op dat f : A > IRÀ continu differentieerbaar is dan en 
slechts dan als f differentieerbaar is en de afbeelding 
x > mat f'(x) (van A in M(Q‚p)) continu is. Uit (3.4) volgt: 


Stelling. f : A > IR is continu differentieerbaar * alle D;f 


(1 S isSp) bestaan en zijn continu in A, 


Meetkundige interpretaties: een functie f : IR > IR is grafisch 
vogrstelbaar als een oppervlak {(x,y,z) € IR |z = f(x,y)} (kort- 
wegs z = flx‚y)). 


(3.7) 


(H.1) 


_ANIII;1k 


Zij (aisaa2) E IR, (ersea) E IR, (etser) F (0,0)3 zij V het 
vlak door (ai sa2,0) loodrecht op het xy=vlak en evenwijdig 

met de "pijl!" (e1,e2,0), V snijdt z = f(x,y) volgens een kromme 
k = {(a1+te1 vaa ttea2 ;f(ai tte: ‚az tte2))|t € IR}. Partiële diffe- 
rentieerbaarheid van f in (aisa2) t.o.v. (ei vez) interpreteren 
we als het bestaan van de raaklijn in P = (ai sa2,;f(ai Jaz )) aam 
k;3 is de partiële afgeleide van f in (a1sa2) t.o.v. (eise2) : c; 
dan is een richtingsvector van deze raaklijn (ei ;e2 ‚c). 

Is f differentieerbaar in (a{ sa2 ), dan is c = (grad Plan sde ll we 
(ei se2)) = eiDi f(ai sa2 ) + e2Daf(aisa2)s alle op deze wijze te 
verkrijgen richtingsvectoren liggen dan in een vlak, opgespannen 
door (1,0,Dif(aisa2)) en (0,1,D2f(ai ,a2)), en alle bijbehorende 
raaklijnen in P liggen dan in een vlak dat we het raakvlak in P 
aan z = f(x,y) noemen (en waarvan de vergelijking is z-f(ai „az ) = 
= Di f(a1 ,a2)(x=-a, )+Da f(la1 va2 )(y-a2);3 ga na), 

Uit het bestaan van het raakvlak in P aan z = f(x,y) (duw.z. 

uit het in Eén vlak liggen van bovengenoemde raaklijnen) volgt 
nog niet dat f in (a1,a2) differentieerbaar is3 zie (3,3) (voor 
differentieerbaarheid is nodig dat het raakvlak op de door (114) 


voorgeschreven wijze bij het oppervlak aansluit), 


Zij f : RP > IR, a € IRP, Uit de partiële differentieerbaarheid 
van f in a t.o.v. elke e € IRP volgt-ntet de continuïteit van f; 
ga na aan de hand van het volgende voorbeeld (met p = 2 en a = 

= (0,0)): f(x,y) = xy2/(x?+y*) als (x,y) # (0,0), £(0,0) = 0, 
Echter geldt: | | 
Bestaan alle Dif(1 S iS$p) ineen omgeving U van a en zijn ze 
begrensd in U, dan is f continu in a (bewijs zelf, met de methode 
van (3.,4)). 


SU. Differentieerbare afbeeldingen RP EI, 


Zij AC IRP open, a € A, Zij f een afbeelding A > IRÚ; we schrij- 


ven f = (fi,fasssssfg) (waarin elke f; een functie A > IR is). 
Uit coördinaatsgewijze beschouwing volgt (vgl, An. II, (5,17): 


) 








(H.2) 
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Er is een lineaire afbeelding L : RP > RÄ met 
Eix)flalllK=a)k oe 


lim en 
Xa | 
> er zijn q lineaire afbeeldingen Li vba «es lq 1 IRP > IR met 
a 
Xa 
terwijl 


mat(L) = Cas (Vk) mat(Lix) = Carsgsr rr säKp)s 
Er volgt (vels: oak (3,5)): 
f is differentieerbaar resp. continu differentieerbaar in a ® 
(Vk)fj is differentieerbaar resp. continu differentieerbaar in a; 
in dat geval is | 
“Difi(a) Dafi la). . .Dpfi (a) grad fi (a) 


mat f'(a)= ; (kortweg: 8 ), 


D: fg (a) Da fg(a). 4 „Dpfq (a) grad f(a) 
Merk op dat de k-de kolom van mat f'(a) gelijk is aan Duf(a) 
(waarbij de partiële afgeleide Df wordt gedefinieerd naar 
analogie van (3.1)). In het bijzonder in de gevallen p > 1 en 


q > 1 noemt-men mat f'(a) de functionaalmatrix van f in a, 


Als voorbeeld beschouwen we twee differentieerbare afbeeldingen 
f : IR? IR? en g : IR > IR; zij h = go f : IR? > IR. Voor alle 
a € IR? is volgens (1.9) | 

h'(a) = g'(b)f'(a) 


waarbij b = fla), dus mat h'(a) = (mat g'(b)) (mat f'(a)): 


D, Ff, (a) Ds f, (a) 
D; fz (a) D, fz (a) 


ofwel 


nee, D, gb) DE. (a) + Ds g(b) D, fj (a) 
Dy h(a) Dielbt Defrlal + Dretbi Ds (al, 


Men noteert dit vaak symbolisch als volgt: ìs z = glu,v), 


us filrsyv)s ves frlmvls dan is 


Ee = Zu'Ux + Zy Vx 
Zy = Zu’ Uy + Zy'Vye 
Bewijs nu zelf het volgende: is z = f(x,y), x = g(t), y = h(t) 
waarbij f,g en h differentieerbaar zijn, dan is 


' es ° 1 ® ! 
A ES Bt ok Zy F. 


NEE RNN NEE EN OEE EE OMO EP EE EO EE EE ee 5 
4 


(u.3) 


CU3U) 
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Ter oefening en voor later gebruik bewijzen we de onderstaande 
stelling. Voor a,b € IRP definiëren we het lijnstuk [a‚,bl als 
{att(b-a)l0 S t S 1}. 


Stelling. Voorzie IRP en IRÍ van de somnorm Wells. Zij AC IRE, 
a,b € A, la,bl C A; zij f : A > IR4 continu differentieerbaar. 


Dan is 
WECHI= ELAN, « lb-all Sup WEEG. 
xEl a ‚bl 
Bewijs: aangezien de afbeelding x > f'(x) van A in £(IRP,IRS) 
continu is, bestaat sup WE! Cx), als reëel getal (waarom?), 
xEl a,bl | 


Definieer g : [0,1] > IR4 door g(t) = f(latt(b-a)); volgens 
de kettingregel is g'(t) = f'(att(b-a))(b-a))(ga na), Verder 
is (ga na, bijvoorbeeld door een coördinaatsgewijze beschouwing) 
erk List > me GONE, Voor elke k is dus 
EKC 1)-g (0) = Kaak 


er volgt dat 


1 :l 
f(b)-f(la) = g(1)-g(0) = fg'(t)dt = Sf '(a+t(b-al)(b-aldt 
| 0 0 | 
dus (vgl. (2.2) en (1.2)) 


WECH)-fCadll < JIE! (att(b-a)dl ball dt < 
| 0 | 
S Lp-all sup HET, 
xEl a ‚bl 


Definitie. Een gebied in IRP is een open samenhangende deel 


verzameling van IRP, 


Bewijs zelf dat een open blok (product van intervallen] in IRP 


een gebied is. 


(4,5) Stelling. Zij G C IRP een gebied; is f : G > IRÌ aifferentieer- 


baar, terwijl (Vx € G)f'(x) = 0, dan is f constant (op GJ}, 
Bewijs: bij elke a € G bestaat een e > 0 zó dat Blaise) C G. 
Daar f continu differentieerbaar is (ga na) geldt volgens (4,3) 
voor alle x € B(lase): | 


WEG) -FCa)ll S | x-all Sup WET Cy) = 0 
' yEl x ‚al 
dus f(x) = f(a): f is constant op Blaze). 
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Zij bEG, en zij H= {xEgelf(x) = £(D)}; volgens het zojuist 
OEE is H open (in RP en in G). £ is continu, en 

H = SELECT dus H is ook gesloten (in G). H is dus open. 

en gesloten in G; H #9 (want bE€H), Aangezien G geen echte 
brokken bevat (vgl. An. II, (7.2) en (7,3)) is H = Gs er volgt 
dat (Vx E G)f(x) = f(b). 


Opmerking. 


Van de middelwaardestelling van de differentiaalrekening betref - 
fende functies IR > IR bestaat geen generalisatie tot afbeel=- 
dingen IRP > IRA indien q > 1. 


685. Differentiatie van integralen, 


(5.1) We beschouwen in deze paragraaf functies IR? IR. 
Zij AC IR open, B = (a,b) Xx (e,d), BCA, en zij £ : A > IR 
continu. Zij p € [a,‚bl; definieer g : B > IR door 
X1 | 
glx) = Sf(t,‚x3 )dt (waarin Xx = (xX1 ,X2)). 
D | 
(5.2) Stelling. g is continu. 
Bewijs: voor alle en E B is 
Blx)-gly) = fECtsxaddt - ÎE(tya dat = 


P Pp 

X1 

= HEt Xa )d-f(tsy2)dt + pe F(E,ya ddt. 
P Y1 


f is continu, dus uniform continu op B; bovendien bestaat 


M = max |[f(x)| (vgl. An. II, (7.27) en (7,19)). 
xEB 

Zij e > 0; er is 8 > 0 zó dat voor alle x,y € B met IIx=yll < 8 

geldt: |f(x)-f(y)| < e/2(b-a), Voor alle x,y 6 B met 

Ix-yll S min (&,e/2(M+1)) is nu 


eG) -gly)| S (b-adle/2(b-adll+(E/2(MHI))IM < e, 


(53) Stelling. f en g als in (5.1), Is f „bovendien partieel differen- 
tieerbaar naar x2 en is Daf a dan is g continu differen- 
tieerbaar op B, en 


X1 
(Yx € B) grad glx) = (F(x), Daf(t,x2 )dt). 





LEER OE EPN NEEN BE NE 





DE TRNE EE OE AEN TE NRE GE ADA AART U PER RN BELNET DAE SEE en! 





HN INN PCCE ONE MENE VEE ENDE TE en Nene nt ei 
# 


NN EENDAADSE PINE A Ie KEE A VAART 
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Bewijs: volgens An. II, (1.7) (toegepast op de functie 
Xi P glxi,x2)) is g op B partieel differentieerbaar naar x1; 
terwijl 
(Vx E B)DIg(x) = Flxisx2) = FX), 
Zij x1 E (a,b); voor alle x2 ,y2 E (c‚d), x2 # ya is 


‘ | Ei 
G(x2 sy2) = (x1sy2) — Zlxi,K2) f Daf(t,‚x2)ddt = 


ya X2 


| P 
X 
„js Eye) - Ft) _ p ect.xa lat. 
Ya” X2 


p | | 
Voor alle t € [a;bl is er een E+ tussen yz en x2 zó dat 
fltsy2) = f(tsxa) = (ya-x2)DafC(t,E,)s er volgt dat 


X1 
G(x2 ,y2) = f [Da f(t,E4) DE MOL. 
P 


Zij € > 0. D‚f is continu, dus uniform continu op B; er is 
dus 8 > 0 zó dat voor alle u,v € B met |lu-vll < 8 geldt: 
|D, f (u) -Da f (v) | < e/(b-a), Voor alle Xx2;y2 E (c‚d);xs # vz met 
|X, -Y2 | < 8 Ìs nu 
[G{x2 ,y2)| S (b-a) * e/(b-a) = €, 
Er volgt dat | 
Deb ef Dfltsaddt (EB). 


P | 
Uit de continuïteit van Dig en D‚g volgt dat g continu differen- 
tieerbaar is op B (vgl. (3.5)). 


Toepassing: f als in (5.1). Voor alle x € B is 
X1 X2 X2 X1 
(+) f (f fCt‚ulduldt = f Cf F(t‚uddt)au. 
a c c a 
Bewijs: volgens (5.2) bestaan het linker- en het rechterlid van 
(+); noem deze resp. F(x) en G(x). Herhaalde toepassing van (5,3) 
leert dat voor alle x € B geldt: 


| X2 
D,F(X) = D,G(x) = f f(x, ,u)du, 
Cc 
X 
if 
a 
Toepassing van (h.5) leert dat (Vx € B)F(x) = G(x); wegens de 


continuiteit van F en G op B (zie (5,2)) geldt nu (Vx Ee BjF(x) = 
= G(x) (ga na). 


1 
D,F(x) = D3G(x) ECE ss Jdt. 
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(5.5) Voorbeeld. We berekenen 


(56) 


TT 


2 
F(t) = Slog (1+t cos?°x)dx voor t > 1, 
0 
Merk op dat F(0) = 0. Zij a > 1, e > 0, 8 > 0 zó dat a-8 > -1, 
1 
A = (-es5 
definieer f : A > IR door f(x1,‚x2) = log(1txscos?xij. Ff is con= 


dE) X (-1,+0), B = CO 5) x (a-jêô,atjô) (maak plaatje); 


tinu (ga na), en (Vx € A)Daf(x) = cos° x1 /(1+x2cos? xi), dus Daf 
is continu. Toepassing van (5,3) (neem p = 0 en Xi constant, 
X1 = 5) leert dat 

T 


7 
: 8 cOS° X 
PD el TE eos? 


voor alle t € (a-5ô,at3ö) en alle a € (-1,+e), dus voor alle 


tE (-1,+0), | 
Er geldt F'(0) = TE substitutie tan x = y in de laatste inte- 
graal levert voor t # 0: | 





TT 
D oo 
ie Ì Piiad if dy 
FD Emoe) = El mer * 
dn 1 larctan Zl 
t/TtE /i+t YT (IFE  2(/FEHI) Tat 
(dit antwoord is ook goed voor t = 0), Er volgt dat 
F(t) = £ S EE = mf SU mn log(1i+tu) + ce = 





(/AA+E+H1) /T4t En | 
= T log(it/i+tt) + c 


(gebruikt is de substitutie /I+t = u) waarin c een constante is; 
substitutie t = 0 levert c = -T log 2, dus 
TT 


2 
f log(i+tt cos°x)dx = 1 logl 3(1+/1+t)] (t > 1). 
0 


Opmerking. Voor t = =-1: vgl. Inf, hoofdstuk 9, opgave 5. 


Teneinde het bovenstaande te generaliseren tot oneigenlijke 
integralen (zie An. II, 56) voeren we, naar analogie van An. II, 
511, het begrip ‘uniforme convergentie van oneigenlijke inte- 
gralen!' in. 


ij AC IR? open, [a,e) x [e‚dl C A, en zij f : A > IR continu, 


Edens: 
Ze x jn Bike 


ERO EEDE RI ERMEER OENE ANN OTA ERE ON AE 


C**) (5.7) 


(58) 


(5.9) 
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Definitie. / f(t‚y)dt heet uniform convergent (u.c.) op 


[e ‚dl Baten Ee 
(Ve > 0)(Ip >a)llVx > p)(ty E le,dl)SECt,patl Se. 
d | 


Opmerkingen. 


1. In deze definitie mag [c‚dl door een willekeurig deel P van 


IR worden vervangen, indien f : [a,e) Xx P * IR continu is, 
oo 


[ND 
e 


Uit u.e. van Sf(t,‚y)ldt op le‚dl volgt convergentie van de 
a 


integraal voor elke yEl[ce,‚dl, 


Voor de fijnproevers: probeer zelf een equivalente defintitie 


te geven naar analogie van An, II, (11.2), Db. 


oo 


Stelling. EEC is u‚c, op [c, dl] ee 


(ve kene > a)(Vxi > p)(Vx2 > pl(Vy E [e, as £(t,‚yldt| < Ee, 


X1 
Bewijs: > volgt uit | 
X2 oo oo 
M fCtsyddrl SII £Ct,yddtl à If flt,pldt]. 
X1 X1 X2 


S : volgens An. II, (6,10) bestaat voor alle y € fe‚dl] 


X oo 
tam) flt,vjdt ef FlEsyidt. 
Xx a a | 
Zij e > 05 zij p > a zó dat voor alle xi,‚x2 > p en alle y € [c‚d] 
geldt se 


Ce) IJ FCBsYIdEN Se. 
Xl 
Limietovergang Xx, > © in (*) levert dat voor alle xy > p en alle 


y € [e,‚dl geldt 
| fCt‚y)dt| 


X1 


Stelling (kenmerk van Weierstrasz). 


f als in (5.6), Zij g : [a;e) > IR continu en zó dat 
l g(t)dt 
Be is, terwijl (Jp >a)(VtEf{ípsod)(Yy E ERE TREE 8 


$S g(t). Dan is [eG y)de M.C. OP Le, d]. 
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| Bewijs: voor alle x2 > xj >p en alle y € [e‚dl is 


X2 X2 

[/ f(t‚y)ldt| Sf g(t)dts; 

X4 X1 
pas nu (5.8) toe, 


(5.10) stedling: t als in (5,6): Zij 


SELt sy dat 
a | 
u.c. op [e‚dl. Definieer g : [lesd]l > IR door 


g(y) = ff(t,‚y)dt. Dan is g continu. 
di 


Bewijs: zij € > 0, Er is p >a zó dat 


oo 


(Yx > p)(vyEle,d)) IS f(t,y)ldt| S des 
x 
voor alle y‚n € [e‚dl is dus 
P oo co 
lelyd-gln)l = [SLECE,y)-ECtsndlat + SFf(t,‚yldt - SELtsnddel Ss 
a Pp P 
D | 
S WSLECt,y) — F(t‚ndlat| + Ze. 
a 
f is continu, dus uniform continu op [a,pl x [e‚dl; zij ê > 0 
zó dat voor alle u,v € [a‚pl x [e‚dl met |lu-vll < 8 geldt 
|FCu)-fCv)| S e/3(p-a). Voor alle y‚n E [e‚dl met Iy-nl < 8 iîs 
nu | 


Lely) -— gm) < [(p-a) « e/3(p-a)l + Se EE 


**(5.11) Voor de fijnproevers: bewijs zelf: is f : [a,‚e) x [ e‚d] > IR 


continu, is (Vu € [a,e) x [e‚d])f(u) > 0, is de integraal 


oo 
ff(t‚y)dt convergent voor alle y € [e‚dl; en is de functie 
dl oo oo 


ye ff(t,;y)dt continu op [e‚dl, dan is Sf(t‚y)dt u.c, op [e‚dl. 
a a 
Vgl. An. II, (11,3), £. 


(512) Stelling. f als in (5,6). Zij Sf(t,y)ldt u.ec. op [c‚d]. 
En a 
Dan 1S4 4 Be Id 


k SUÊCt,yldtddy = SUS FfCt,;y)dy)dt. 
| ca ac 


(5.13) 
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Bewijs: zij Ee > 0; er is p >a zó dat 
(Vx > p)(Vy E HEURES CREMER 15 e/(d-c), 


Zij x > p. De functies y dees yYddt en ye feCepat zijn con- 


tinu op Le, di Cga mals en geldt 
d 


d Xx 
{ect anas - SU Ef(t,yldtddyl < (d-o)te/(d-e) = Ee, 
ca 
We onee dat (pas (5,4) toe) 
Xx d d © 
lim Sf f(t,y)ldyìdt = SGECt,vätday. 
Xx” a C c a 


Stelling. f als in (5.6). Zij 
fte y lat 
a 


convergent voor elke y € [e‚dl; zij g als in (5.10). Is Ê£ boven- 


dien partieel differentieerbaar naar X2, is Dy f continu en is 
SD2f(t,‚y)dt 
u.c. De [e‚dl , dan is g continu differentieerbaar op [esd]l, en 
gy) = fitte niee (ye ledi). 
Bewijs: deftansen h : [e‚,dl > IR door 
h(y) = SD2f(t‚y)dt. 
a 


Volgens (5.10) is h continu, en volgens (5,12) geldt voor alle 


zE fe,dl: 
Z 0 2 
hsdand 5 PUB rte vet = f(SDif(t,;y)ldy)dt = 


ie: ac 
= TECH. dat a TECH oddt s g(z) a ge); 
a a 
er volgt dat (Vz € [e‚dl)g'(z) = h(z) (ga na). 


oo 


Opmerking. In de gegevens mag de convergentie van Sf(t‚yldt voor 
| a 
elke y € [e‚d] vervangen worden door: er is een y € [c‚d] zó dat 


oo 


Sf(t,y)dt convergent is; ga na, 
a 
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(5.14) Voorbeeld. 


Beschouw ee 
(*) g(y) = fe“ cos xy dx. 
0 00 
Uit |e”X cos xy| S e”"X en de convergentie van fe”Xdx volgt (zie 
0 


(5.9)) dat de integraal in (*) op IR u.c. is. Toepassing van | 
(5.10) (neem A = IR, a = 0, [e‚dl willekeurig, f(x,y) = e"X cos xy) 
deert dat g : IR > IR continu is. In dit geval is g(y) eenvoudig 


uit te drukken in elementaire functies: 


ee | TX(y sin Xy =— cos Xx daf 
g(y) En cos xy dx = | Ee 2 * DT 


Toepassing van De 12) leert dat voor alle u > 0 geldt 


oo 
eN © 
arctan u f Dr + f ax 
0 


sin Xu 


(waarbij Tx voor Xx = 0 gedefinieerd wordt als u). Substi- 
tutie u = 5 en vervolgens = = zZz levert 
SAVE es 
(+) JS mn 2 dz = arctan 5 (yv > 0). 


0 
Volgens de middelwaardestelling van Bonnet (zie An. II, (2.6)) 


is er voor alle v > 0 en alle xi1 ‚x2 met X2 > xj > 0 een 


EE [xi,xzl zó dat 





X2 =VZ _s -VXi & 
ff SE az) = |Ê f sin zdz| 
X1 5 X1 

—VX1 


| 5 





(eos x,= cos E)| 


5 1 
se 


X1 

met behulp van (5.8) concluderen we dat 
VZ où 

e Sin 2 

EE 

uc. is op [0,e), Noemen we deze integraal h(v), dan is (zie 


dz 


(5.10)) h een continue functie [0,e) > IR. We concluderen dat 


h(0O) = lim h(v) = lim arctan = ofwel 


 VYO ve O0 
S SL dz = B 
0 2 


Opmerking. Een andere manier om (*+*) te bewijzen is de volgende. 


Voor elke v € [68,e) is 


oo cl . 
HON Sf 
O Z 


convergent (zie boven). 
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VZ . ° 
Definieer f : IR? > IR door f(z,v) = a (met e Ie ds 





hetgeen neerkomt op f(0,v) = 1); er geldt Def(z,v) = -e"VZ sin z 
(ga na). Zij [psal € (0,e);5 uit 
(Vz > 0N(4v E [p‚al)l-e "2 sin zl S eP4 


oo 


en de convergentie van Je”P2dz volgt dat fDsf(z,v)dz u.c. is op 
| 0 0 
[p‚ql. Toepassing van (5.13) (met A = R°, a = 0, le‚dl = [p‚al) 


leert dat voor alle v E [p‚gql , dus voor alle v > 0, geldt 
oh Ey ° 
_ „fa VZ ox _ re (v sin z + cos z)jzze _ _ 1 
hiv) = En Sin 2 ee Pr 
dus h(v) = -arctan v+y waarin y een constante is. We berekenen Y: 
voor alle z > 0 is |lsin zl S z (ga na), dus 


e “Sdze 1, 


In(v)l S Dn 


oo 8 


er volgt dat 


O0 = lim h(v) = lim [-arctan v+yl = 5 + Y 
vovo y?ovo 


dus Y = 5 Ga zelf na dat (Yv > 0) arctan v + arctan 


<|- 
! 
|A 
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86. De formule van Taylor voor functies IR P IR, 


(6,1) Zij AC RF open; zij f een functie A > IR. Bestaat D;f en is 
deze partieel differentieerbaar naar Xjs dan is de functie 


ed gedefinieerd; we geven deze ook aan met DsD;f, En 

2 

An TEE 
ke 

ee met fraxis er geldt namelijk: 


In de praktijk is er weinig kans op verwarring van 


(6.2) Stelling (volgorde-verwisseling van differentiaties). 
Bestaan D;if, Ds f en D;D;f en is de laatste functie eortinus den 
bestaat D:D:f, terwijl 


lj 
D;Ds£ = DsD;f 
Bewijs: zij a = (ai ,a2 ,...,ar) E A, en zij e > 0. Er zijn inter- 
vallen 1, = (ar-ÔksäartÔi)(1 Sk Sp) zó dat I= HH I, € A, terwijl 


| k=1 
voor alle x € IT geldt: DD; f Cx) > D.D;f(a)| SE, 
Definieer g : I; X Is > IR door (veronderstel i < j) 


g(t,u) = f (ai srrrsBj-lstrAigdeeersAj-e Usage ervan); 
volgens het gegeven bestaan Dig, Dz2g en D2Dig, terwijl voor alle 
Gr ar A Ï: geldt [D,Dig(t,u) = D2 Di gla; sas) | SE, 
Definieer d : Ts 1: > IR door 

bltsu) > eltul — g(t,as). 
Voor alle (t‚u) € I; X Is met t f a; u a; geldt: er is (E‚n) € 
E B Is zó dat 

d(t,u) — blas,u) 


(t-a;)D1 (E,‚u) T 
(fmaadl Di glE,u) — Dig(E,a;)l = 
(t-a;)(u-as)D2 Di glE,n) 





dus 
| É g(t,u)-g(t,aj)  glai,u) - g(las,as) e 
| Ear NEE REE - DD; gla;saj)| = 


Limietovergang u > a; leert ons dat voor alle t € Ts met tf as 
geldt | 


D ee . . 
EE EE DD: glaisaj)| Se. 


Lt | 
We concluderen dat DiDg(aj,as) bestaat en gelijk is aan D2 Di gla; sas); 


waaruit het gestelde volgt. 





pn RDP EAN EEND 


egen Ki 


Ee een ene eee en een begaat renee me ER ee eenn a enn Ere rede eee mee 
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(6.3) Op analoge wijze definiëren we (door volledige inductie) de 


(6.4) 


hogere afgeteide D; D; «Dijf (waarin (VLS ij S p); we 
2 
noemen dit een k-de orde partiële afgeleide van f. Uitdrukkingen 


of id 
als Di Ds Ds f (of Dx OXI IX of Ens, Ed schrijven we ook als 


2r 9° £ | 
Di Da f (of BXL IX of Fx) 


Definitie. f heet k maal continu differentieerbaar indien alle 
partièêle afgeleiden van f tot en met die van de orde k bestaan 


en continu zijn (vel. (3,5)).- 


De verzameling van alle k maal continu differentieerbare functies 
A > IR geven we aan met Cha); onder C° (A) verstaan we de ver- 
zameling van alle continue functies A > IR. Merk op dat uit (6.2) 
volgt: is f © C*{A), dan ie (V1 1,5 <S p)DiDjf = D;Dif. 

Uit (3.5) volgt nog: f is k maal continu differentieerbaar ® alle 
partiele afgeleiden van f tot en met die van de orde k-1. bestaan 


en zijn continu differentieerbaar, 


Stelling (formule van Taylor). 
Aij Ef S ch+1CA), a € A, Dan is er bij alle x € A met [x‚al C A 


een &£ € [x,al met 


n 
d 
f(x) = 2 [rr 2, ED D. ‚Dj f(a) (x. el LX =d « )s.. 


1 
zee XT „aj ) ] + î 2 is D. e e 


. Dins1ff6) Gej, "ai) (xj, Sie Kas ini dins) 


(waarin de term met k = 0 gedefinieerd wordt als f(a)). 
Bewijs: definieer g : [0,1] * IR door 
g(t) = f(latt(x-a)). 
Uit fe cP*Ì(A) volgt m.b.v. de kettingregel dat ge CP*Y 0,1, 
terwijl D 
g'(t) = f'(att(x-a))(xra) = X D;f(latt(x-a))(x;-ai) 


P P ‘ 1=1 
g'(t) = EP DyDjflatt(x-a))lxjraj)(xjraj) 
| 1=1 j=1 
É n+1 
(n+1) E E E eed EEN 
gE == EE. È Ds Ds, «+-Dinagflatt(a a) Cijraig) 
11 =1 12 =1 Lais ]= 


(via volledige inductie). 


ER 





TR ENGE eer nt NN AE Bn PAR BOMS ET RN ERE PU MN ME oM ENA WE EO De OS EO RR EEE EE MED DN EE DE ALENA EAN OON VAE "AREA EERDE OE DE NEEN me 





KK Der) 


(66) 


(6.7) 
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Volgens de formule van Taylor voor functies IR * IR (zie An. I, 
516 en An. II, (2.10)) is er 8, 0 <8 S< 1 met 


n {lk} (n+1) 
5 (0) (8) 
glen 2 Apk + ant 


waaruit het gestelde volgt, 


Opmerking. De termen met k = 0 en k = 1 in het rechterlid van 


de formule van Taylor zijn resp. f(a) en 5 D;fla)kxs-as) = 
Le | 


= (grad f(a)lx-a) = f'(a)(x-a). 


Voor de fijnproevers. Een zeer elegante schrijfwijze voor de 
formule van Taylor wordt als volgt verkregen. | 
Is (V1SksSp)la, © IN U {0}, az (as „A2 ,..:s0)s dan definiëren 


we DÔf = Dis D B (x-a)® = bars) lnv k da pap) P, 
ol Brak aan A's al = ar ta2t ta. De formule van Taylor 
luidt nu: 
D*f(a) a DOf(E) ot 
Fl) B ODE fzad 4 > Zr (x-a), 


A Ò « 


a ]<n af =n+4 


Stelling. Noem de restterm in (6.4) (term van de graad n+1 in 
de Kadt PL), Dan geldt: 
rn REN) 
lim = 0 
Mx-alln 

sta 
VEL, Sd), Db), 
Bewijs: zij U een bolomgeving van a met U C A, De partiële af- 
geleiden van f van de orde n+1 zijn continu, dus begrensd op U; 
laat M een bovengrens voor de verzameling van hun absolute 
waarden op U zijn. Voor alle x € U geldt dan, aangezien 
(vijlxs-a;l S dahan 

(+) loG)l S 
waaruit het gestelde volgt. 


X a 


Opmerking. Uit (+) volgt dat px) = O(llx-al**À 


Inf. (2.45) en (2.46). 


)(x > a); vgl. 


Voorbeeld. Neem p = 2, n = 13 seherijf (x,y), (a,b) en (E‚n) 





i.p.v. resp. Xsa en 5. 





(6.8) 


(7.1) 


KEZ) 


ANIII,28 


De formule van Taylor luidt nu 
FER) e gen b) + [f‚(la,‚b)(x-a) + fy (a,;b)(y=-b)l + 
+ Srlfnn Can Gea hi ED Ge alb) + £ gene -b)°], 
Schrijven we x = ath, y = b+tk, u komt er | 
flath,b+k) = Ee b) + [f_(a,b)h + fy) (a,b)kl + 
+ Ll Ergon)? EAB te, n)hk + fyylE,n)k?l, 


Stelling (middelwaardestelling van de differentiaalrekening 


voor functies IRP > IR), . 

Zij f © C*(A), a;b SA, [a,bl € A. Dan is er c € [a‚bl met 
ELD) — Flad =s f'Carlhea), 

Bewijs: pas (6.4) toe met n = 0. 


87. De inverse functiestelling, 


Is f een continu differentieerbare functie IR > IR, is a € IR en 
is f'(a) # 0, dan is er een omgeving van a waarop f een continu 
differentieerbare inverse heeft: is f'(a) > 0, dan is er een om- 
geving U van a met (Yx E U)If'(x) > 0; volgens An. II, (15.9) vol- 
doet deze U. Analoog bewijs als f'(a) < 0. 

Van deze stelling bespreken we hieronder een analogon voor af- 
beeldingen IR” > IR 


Zij A C RP, a E As zij f een differentieerbare afbeelding 
A > IR? 


Definitie. f heet regulier in a indien f'(a) inverteerbaar is. 


Ò 


pmerkingen. 


f is regulier in a ® det f'(a) # 0, 


In 


Voor elke P = (p; 5’ E M(n‚n) is det (P) een polynoom in de Pij® 
de afbeelding De: det (P) (van M(ns‚n) in IR) is dus continu 
(ga na). Is f continu differentieerbaar,dan is de afbeelding 
xe det f'(x) dus continu, We concluderen: 

Is f continu differentieerbaar en is f regulier in a, dan is 
er een omgeving U van a zó dat f regulier is op U (d.w.z. in 
elke x E U). 
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(7.3) Stelling (inverse functiestelling). 


Zij AC IR, a € A; zij f : A > IRÌ continu differentieerbaars 
en zij f regulier in a. Dan zijn er open U, V C IR] met a € U, 
fla) E V zó dat: 
15 f is een bijectie van U op Vs 
2% De inverse f°! : V > U van £|U is continu differentieerbaar; 
3% Voor alle y € V is (£7°)'(y) = [EÉ'CETE(yY)) TE. 

**Bewijs (voor de fijnproevers): 
Voorzie IR van de somnorm ie Er ie e.> 0 zó dat Blaze) C A, 
terwijl f regulier is op Blaze). Definieer F en g : B(O03e) > IRÀ 


door 


F(x) [f'Ca)l *[f(x+ta) - f(a) 

g(x) = x-F(x) 
(dus g = I-F, waarin I de identieke afbeelding IRÙ > RÀ is). Er 
geldt F(0) = 0, g(0) = 0, Verder zijn (ga na) F en g continu dif- 
ferentieerbaar, en er geldt: 
F!'(x) = [f'(a)l!f!'(xta), dus F'(0) = I, en F is regulier; 
g'(x) = I= F'(x), dus g'(0) = 0 (de nulafbeelding IRÌ > RY), 
Er geldt Ilg'(O)ll, = 05 zij 0 <r <e zó dat 

xe B(OsP))Ig'! GON < 4. 
Zij p € B(Osdr). Definieer nh : BlOsr) > IR] door 

h(x) = g(x) + D. 
Volgens (U.3) geldt voor alle x,y € Bl0;r): 

WhCx) = hly)llg = Ig) -— Eg S Zllx-yll 
en 

Ih GOOI S go) Al pil , = Wetxd=glONl tipi, S sli xll HI pl, S PD. 
We coneluderen dat h een contractie van B(0Osr) is. Bl0sr) is een 
volledige metrische ruimte (vgl. An. II, (6.7); volgens de con=- 
tractiestelling (zie An, II, (6,21)) heeft h precies één vast punt 
Xos Er geldt g(xj)+p = h(x) = Xs dus F(x,) = Xo E(X) = Ps eh 
Woll, = Ih), Sr. 
| We concluderen: bij iedere p € B(0;jr) is er precies één xe B(0;r) 
met F(x) = p. | 
Noem W = P(B(0;tr)) Nn B(0sr); aangezien F continu is, is W open. 
Noem verder Ft de inverse van F : W > B(O0;3ir)(F=! is een "lokale 


tnverse!van F). 





ENNE NE EENES AERO OT CDR A ORE PRE EN Taa EL B 
… $ 





(7.4) 


CT) 
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Zij psy € B(0;}r), b= F"!(p), x= F71(y). Er geldt 

LET GE Gp = Ix-bll = Lg) -g(b) FGO -F(D)I S 

S zl x-bll + y-pll | 
dus 

LE SCE Tp, 2 y-pll 
Er volgt dat F”! continu (zelfs uniform continu) is. 
Zij e= 0, M= sup{[F' CHI |+ E B(O;sr)}, en zij 8 > 0 zó dat 
voor alle x met lxb SS ê geldt: 

WEG)-E(b)-F! (B) (x-D)I < ellx-bll _/(M+1). 
FT! is continu, dus er is 1 > 0 zó dat voor alle y met 
Iy-pll, < ê1 geldt: Oe mn < 8, dus 

VE OET GpheL ECHTE Cp) = 

= WxsbelFT{DIT" (g=pòll € NEE! BITTE LFT CD) Geb) -y+pll < 
S M:ellx-bll _/(M+1) $ ellx-bll_ S 2elly-pll 

We concluderen dat F”' differentieerbaar is in p, terwijl 

CED SLECHTE Ss FEUE Lp, 
Aangezien, voor elke inverteerbare P € Menan) s de elementen van 
P"! gebroken rationale uitdrukkingen in de elementen van P zijn, 
is (F71)!' continu; ga na, 
Definieer U = W+a = {xtalx € W}. Voor alle x € U is f(x) = fla)+ 
t f'(a)F(x-a);f is een bijectie van U op V = {f(la)+f'(a)F(x-a)lx E W+ta} 
(ga zelf na dat V open is, terwijl f(a) € V). Zij ft 2 VU de 
inverse van f : U > V; voor-alle y € V is 

£ 1 (y) = atFrI[(£'(a))T! (y-f(a))I 
dus f£”* is continu differentieerbaar (ga na); uit de kettingregel 
volgt nu dat voor alle y € V geldt 

Emst 0 Fk = ECE NE ER 
dus (f My) e= LEEF EGTE, 


Is f : RP > RF differentieerbaar in a, dan noemt men det f'(a) 
ook wel de functionaaldeterminant (of determinant van Jacobi of 


Jacobiaan) van f in a; men geeft deze ook aan met 
Okta En) 
Jela) of re mepen  E 
f ò (Xx, s X2 se ee sÄÁrn 
(7.3) doet slechts een uitspraak van lokale aard over f, Het is 


mogelijk dat f : A > IR continu differentieerbaar en regulier 


is, terwijl f geen injectie is, 


E 
7 
ke 
M 
HI 
ji . 
f 
f 
8 








(7,6 


kler) 
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Als voorbeeld beschouwen we n = 2, A = IR? , Fix) = 

= (e“cos ysesin y). f is overal op A regulier (ga na), maar f 
is geen injectie, immers voor alle x en y is f(x,y+2T) = f(x,y). 
Merk op dat voor het geval n = 1 een stelling van globale aard 


geldt: is f € Cl(a,b), (Vx E (a,b))f'(x) # 0, dan heeft f (op 


(a,b)) een continu differentieerbare inverse, 


Voorbeeld. Beschouw f : IR* > IR? , gedefinieerd door f(x,y) = 

=s (xt dy rt} (vels Inf, (5,22)), Voor alle (x,y) 1e Jelx,;y) = 
= =8Xxy; f is dus buiten de x-as en de y-as regulier. De punten 
(44441), Gedeeld, (e1,+1) en (-1,-1) hebben alle het punt (2,0) 
als beeldpunt. Op geschikte open verzamelingen U met (-1,+1) € U 
en V met (2,0) € V heeft f : U * V een inverse fl, gedefinieerd 


door £"' (u,v) = (-/E(utv),+/ECu-v)). Er volgt nog dat 
1 1 


IGE) WI 
1 ed 
u/ECu-v) u/ECu-v) 
Dit is ook als volgt te vinden: schrijf, voor alle (x,y) € U en 
alle (u,v) € V: 
(1) (: = x°+ y? sn 7 = Z1 (u,v) (= -/ECutv)) 
8 Yy = g2lusv) (= +/TCu-v)) 


vz Xi y 
(hierbij is dus £7* = (g1,g2)). We gebruiken nu weer een symbolische 


(4) mat ££ uv) = 


schrijfwijze (vgl. (4h,2)): gevraagd wordt te bepalen xy, Xys Yys 
Yy- Uit (1) volgt, door partiële differentiatie resp. naar u en v 
(“impliciet differentiëren!'): | 
5 = 2XXu + 2YYu on Ë = IXXy + 2yYy 
| 1 


0 = PRE za 2YY a LAK — 2YYy 


waaruit volgt 
X = on = De X = L = 1 
u Ux? Ju Ly’ Xv ux? Sv Hy” 
hetgeen in overeenstemming is met (+). 


Onderzoek zelf de voorbeelden in Inf, (5.23), (5.31) en (5.32), 


voor elke verzameling Ten injeetie f = (firafsssvatfn) 1 T+ IR" 


noemen we de f; wel coördinaten in T, Is T C IR", dan zijn de 


“natuurlijke! coördinaten f; gedefinieerd door f;(x) = x;5 elke 
andere injectie f : T > IR noemen we nu een coördinatentrans- 


formatie in T. 





(7.8) 


In (7.3) is f 
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U > V blijkbaar een coördinatentransformatie in 


U: een reguliere continu differentieerbare afbeelding A > RF 


bepaalt lokaal een coördinatentransformatie. We schrijven de 


transformatie wel als 


Uj = f; (xa s X2 9. ee zn Xj = 8; u: s 2 9 ee e „Un ) C4 S a S n) 


(waarin g = £7Ì); voor n= 2 enn= 


3 schrijven we ook x,y,u,v 


en XsY,Zsu;Vsw (of iets dergelijks) in plaats van resp, X1 s-X2s 


Ui > U2 Pen X1 9 X2 9 X3 s Ui s; U2, Uz. Is F een afbeelding V > IRP, 


dan is F 0 f een afbeelding U > RP; de partiële afgeleiden van 


F 0 f kunnen met behulp van de kettingregel worden uitgedrukt 


in die van F en van f, 


Voorbeeld. In IR* beschouwen we de overgang op poolcoördinaten 


ps: 


(+) ú 
Y 


Pp cos Ì 


p sin d 


De afbeelding (P‚,P) >-(p cos d, Pp sin ®) is regulier overal behalve 


in de punten (p;b) met p = 0; buiten deze punten bepaalt (**) dus 


lokaal een coördinatentransformatie. Zij f 


U ”* V zo'n coördina= 


tentransformatie, met inverse g (dus (p‚;b) = f(x,y), (x,y) = E(P,Ó), 


met X;Ys@st als 


(xxx) 1 
Ô 
waaruit volgt 


P‚ = GOS 


(te interpreteren als: 


dus 


zn (4), Uit (44) volet 


COS 
Dx 


osn 


P-p sin rb, 
Prp-cos Pr Ò, 


_ sin ® n 
En ners. Bi 5 


P_… == =SIn bed 


XX 


XxX 


en analoog: 


p 


Oxy £S Pyx 


P, (== ® 


xy SS Oy 


P 
(V(x,y) E U) 


sind -— cos°ò 
A 


p $ 


Be Ü p ‚cos d-o sin Pe Oy 


À o„sin d+P cos Òe Dy 





sin $, d, = <98? 


(Ei), x,y) = cos (f2(x,y)); 
_ sin 
p KJ 
_ _cos $:,P-Pysin d _ 2 sin d cos Ì 
® ie p? 7 p? 
_sin Ò cos ® De cos° ò 
p 0 Pp 


EE A 
Ls 


vI p 


(welke betrekkingen ook verkregen kunnen worden door partiële 


differentiatie van (* 


Eke 


enz.) 


É 
. 
: 
d 
| 
& 
Ô 
|: 
f 
f 
} 
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Zij F een functie V > IR; we schrijven z = F(0,6) = FLECHL. 
Verder schrijven we weer symbolisch Zo en Zx Lepave DFE) 


resp. Di (F o f)(x,y), enz. Als voorbeeld drukken we nu 


_ 3? 9? 
ZxxtZyyo wel geschreven als Az (waarin A = oe + Dy de 


Laplace-operator is), uit in de partiële afgeleiden van z naar 
p en d®: 


Ee ZoPx E ZP 
= + 
dy Ey Z0°y 
dus 
B 5 (Zo) Ps + ZP xx + dd + ZP = 
e Ea E ZobPx Px k ZoPxx Ë ZoPx e Bp eb PA 5 
» 2 2 
" ZppPx * PZppPxPx + ZooPx + ZoPxx t ZoPix 
en analoog | 
= 2 + se 2 ok + 
Ayy * ZooPy * “ZooPyPy * ZogPy * ZoLyy * Zotyye 


dus 


g en 2,2 2,42 
Az = B & Zy 5 Zoo (exe) + Zop Lxixteyt) + Zoo bxd) + 


+ + + + f 
ZD Pry” Zn Den by) 
Substitutie van de eerder gevonden betrekkingen levert 


8 1 1 : 1 

Az = Zoo * p2Zòò + 5% (= 5 (PZ) op + 5220) 

hetgeen men ook kortweg schrijft als | 
92 k 92 A NE: _ 13 


d 1 3? 
ot ar * zor or rom Co Ai) * op nr) 


Op analoge wijze "gaat men over op" eilinder- of bolcoördinaten 
lm IR 4 wie Tnfs (Tab0hs (1.ldk, 


88. De impliciete runetiestelling. 


Laten Bi en Bz blokken (produkten van intervallen of segmenten) 
in resp. RP en RS zijn, f een afbeelding Bi > B2, F een af- 
beelding Bi Xx Ba > IRÍ, We zeggen dat F(x,y) = 0 (op Bi Xx Bz) 


f impliciet definieert indien 
(V(x,y) E B, x Bal F(x,y) = 0 * y = £fGO)]. 


fLx) = V1-x2. 


Voorbeeld. p = q = 1, Bi = [-1,+1], Bi =[0,+11, F(x;y) = x?+ y= 1, 





Ee TO OU EA EE OE A ED EN EM NE AT ENDE NO IN NK 


EEEN TARN GREG A er ne 


DE RENEE IEA EAROMNE RALLES DRS MEENDEN AAE NEE MS MEE 





DEEL ONE ERD REGGAE EEGA Ee OEE EEA VN NDE ROE GREED EREOTEN B LOE NAE U GEen ee 
teel beer A EE bk et neen te Ge Ten A evn Ante Pe a tg ese % 5 5 É N En 


an ki ek ek ne rn lee al ei En SE eet a ee ea ed 
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Op [-1,+1] x [-1,0] definieert F(x,y) = 0 impliciet de functie 
x > Álex? | 

F(x,y) = 0 definieert op [-1,+1] Xx [-1,+1] geen functie, immers 
voor elke a € (-1,+1) heeft de vergelijking y? = 1-a? twee 
verschillende reële wortels. 

De volgende stelling zegt dat F(x‚y) = 0 voor zekere 

F : IRP x RI > mA joraal impliciet een afbeelding RP > mû 
definieert. | 


Stelling (impliciete functiestelling). 


Laten Bi en B, open blokken in resp. RP en IRS Zijn; sij 
(a,b) E B, Xx B, F : Bi X Bj > IRS continu differentieerbaar, 
Flasb) ==, | 
Laat de afbeelding y > F(la,y) (van B, naar IRÚ) in b regulier 
BL: | | 
Dan zijn er open blokken Di , Da in resp. RP en IR met 
(a,b) E D, Xx Dz, en een continu differentieerbare afbeelding 
f : Di > Di, zó dat F(x‚y) = 0 op Di, Xx Ds, f impliciet definieert, 
Bewijs (maak plaatje voor p = q = 1): 
Definieer G : B, X B, > IRP x IR4 door 

GER) 5 LRLELKIVI) C= Ci pens oXpoFs (x99); soe oF loy). 
G is continu differentieerbaar, en 





0 ® . ° 0 0 e ® ® 0 
1 ® e © ® 
. 0 ° e SN 
mat G'(x,y) = 8 ë : 0 1 Ö ee a 0 
e . . . DF Dai | . . Dro+qft | 
e e e D F F e ° F 
Pp 4 p+1 q Pp+a 


(waarin DiF; betekent: DiFs (x,y). 





leren vern reen Bn a an aman B ven ADE ne On 
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Uit de regulariteit van de afbeelding y P F(la,y) in b volgt dat 


Ertl … à ib F‚ (a,b) 


RRA RT es ene te de er Bman tn ae Amedee rn De 


°p+1 P+q 
| Doarfqler>) A Dsafat* b) 


we concluderen dat det G'(a,b) # 0, dus G is regulier in (a,b). 
Volgens (7.3) zijn er open U‚V C IRP x IRS met (a;b) E U, 
Gla,b) € V zó dat G : U > V een bijectie is, met continu diffe- 


rentieerbare inverse, zeg H. Er zijn open blokken Di, Dz in resp. 


IRP en IRS met (a,b) € Díf Xx Da C Us noem G(D/XDa) = Ws, dan 
| is G een bijectie D{ Xx D2* W. Ga na dat W open is, 

| Er geldt 

| | Gld.) = LasFläbl) = Las: 


dus (a,0) € W‚ en 

(V(x,y) E Di Xx Da IH(x,F(X,y)) = (x,y). 
WN IRP is open in RP; er is dus een open blok D in IRP met 
| a€ Di C Df MN W. Definieer nu f : Di * Dz door 
| H(x,0) = (x,£GO), 
d.w.z. door 

f(x) = (Hy (x Osman Hot 03 
aangezien H continu differentieerbaar Is, is f dat ook. Voor 
alle (x,y) € Di, Xx Dz met y = f(x) geldt 

H(x,0) = (x‚,f(x)) = (x,y) = H(G(x,y)) = HlxsF (x,y) )s 
aangezien H injectief is volgt dat F(x,y) 0, 
| Geldt omgekeerd (x,y) E Di Xx Da en F(x,y) = 0, dan is 
| (x5y) = H(G(X,Y)) = H(Xx,0) = (x,£G)) 
dus y = f(x). 


(8.4U) Voorbeelden. 


EEE BONE eeN ader TE en Mae 


1. Pp =q= 1, F(x‚y) = xt y?- 1, Er geldt DF(x,y) = 2y, dus 
voor alle x is de afbeelding y > x?+ y?- 1 regulier in alle 


ter er arden erven he sne 
á 


y # 0. In alle punten van de cirkel x?+ y?= 1 met y #0 is 


deze cirkel lokaal als grafiek van een functie Xx f(x) te 


interpreteren (vgl. (8,2)); ga na dat dit niet mogelijk is 


in een omgeving van de punten (-1,0) en (+1,0). 


Et ERE ENA Ne EE RD re 





PR EE EE TEEM ETTU DOE CRAEN ON ENE OR 


[ND 


|oo 
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De afgeleide van zo'n f kan men vinden door "impliciet dif- 
ferentiëren": is f : (a,b) > IR zo'n functie, dan geldt voor 
alle x € (a,b) 

x°+ [£GO)]? - 1 


1 
0 


dus 
| 2x + Zfkmif Cr) 
ofwel 
f'(x) = -x/f(x). | 
p=q=1, FEc'(IR) *). Is D2F(ai saz) # 0, dan is er een open 


1 
OD 


blok (ay-ô1 sai +ô1 ) X (a2-ô2 ,a2tô2) waarop F(x,y) = 0 impliciet 
een functie f : (ar=-Ô1 sa1+tôi) * IR (ook geschreven als y=f(x)) 
definieert. Het berekenen van f' via "impliciet differentiëren" 
noteert men wel als volgt: 

Fixsydh e= 0 B 4 Fy'y! = 0 y!' = -Fx/Fy 
(te interpreteren als: f'(x) = TE, /F ga, Ds waarom 
is deling door Fy in een omgeving van ai € IR mogelijk?). 
p= 23 q= 135 F € C1(IR) **). Is Ds F(a1 sa2 sd ).# 0, dan:-is-er een 
open blok (a:-ôi ‚ai +ô, ) X (a2-ô2,a2+ô2) X (az3-ô3 ,a3 +83) waarop 
F(x,y,z) = 0 impliciet een functie f : (a1-ê1 sai +ô1) X 
X (a2-Ô2;sa2tô2) ” IR (ook geschreven als z = f(x,y)) definieert. 
Impliciet differentiëren van 

Fly) e= 0 (waarin z = f(x,y)) 
levert 
FE, + EF, ' Zx = 0, dus zZz, = -Fx/F, 


X X 
Fy Pd Zy 0, dus Zy 5 "E/F, | 
(waarom is deling door F, in een omgeving van (ai ,a2) € IR? 
mogelijk? ). | 
Het raakvlak in a = (ai ;a2,as) aan het oppervlak z = f(x,y) 
Cvgl. (3.6)) is 

Flare) + Fyla)ly-az ) + F_(a)(z-az) = 0 
Cen een normaalvector hierop is dus (Fyla),F,la),F‚(a)), 
p = 1, q = 23 F4;F2 € C*(IR), Is 

Ee D2F,(a)  DsF,(a)| 4 0 

Dz F2 (a) D3 F2 (a) 

dan is er een open blok (a,-ô{ sai +ô, ) X (a2-ê2,a2+82) X 


Xx (az3-Ô3 sa3 tô3 ) waarop 





E) Z1J F(a; az) 5 all 


Se A13 F(ai sa2 az) E 0. 








[an 
. 
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Pins vszh =D 
C+) 
F2(x;y,z) = 0 
impliciet een afbeelding f : (a1-ô1sa1+ôi) > IR? (of ook: 
een paar functies y = fix), zZz = f2(x)) definieert. 
Impliciet differentiëren van (*) levert 
ey! 7 = 
Et + Fiy FE 0 
e Vv! zl = 
Fox + Foy : Foz n d | | 
waaruit y' en z! wegens (+) in een omgeving van ai € IR 
kunnen worden opgelost (ga na!). 
Opm. Meetkundige interpretatie van (*): snijkromme van twee 


oppervlakken. 





Voorbeeld van de in 4 genoemde situatie: Fi (x;y,‚z) = X°+ y?-1, 
Fr{Rsysa) e= xty4tgze tt, Uit 
2y OL _ 2y 
1 T 
volgt dat 
ld pe ved 
(++) 
X + Yy tz = 1 
(maak een tekening) in de punten (x,y,z) met y # 0 die aan 
(**) voldoen lokaal impliciet een paar functies y = fi (x), 
zZz = f(x) definieert. 
In de punten (x,y,z) met y = 0 die aan (**) voldoen (en 
waarvoor dus geldt x # 0) definieert (**) lokaal impliciet 
een paar functies x = g1 (y), z = g2 (y), immers daar is 
5e OL z 2x 0. 
sE út 








589. Extremen. 


Zij AC HR, a € A, f een functie A > IR. 


Definities. f heeft in a een lokaal maximum resp. lokaal 


minimum (ter grootte f(a)) indien er een omgeving U van a 


is zó dat voor alle x € U NA geldt: f(x) < fla) resp. 


f(x) > fla) (merk op dat U NA in A een omgeving van a is). 





EEE BEE OAN 


RE AEN ONE OEE ON AT Gas NEN ES EE oa Di It Ee Or dak ie Vg a" Nh dn che Eik oe En AO NER do ch EE ee ak SE Ei a Sn Wi” lS EE 


B Besar ener a ee Ute ee dee 
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Maxima en minima samen noemt men wel extremen, Is a een inwendig 
punt van A, dan spreekt men van een inwendig extreem, anders van 


een randextreem, 
Zij AC IR, en zij f een functie A > IR, 


Definitie. Zij a een inwendig punt van A, en zij f differentieer- 
baar in a. a heet een stationair punt van f (en f heet stationair 
in a) als f'(a) = 0 (waarin O0 de nulafbeelding IR > IR is; er 
geldt dus grad f(a) = (D, fla),DafCla),...‚D,f(a)) = 0), 


Stelling. f heeft in a een inwendig lokaal extreem > f is in a 
stationair. 

Bewijs: er is een omgeving U van a met U C A. Zij e € ER e # 0; 
er is Ô > 0 zó dat (Vt € (-8,+8))atte E U. De functie g : (-8,+8)> 
> IR gedefinieerd door g(t) = f(latte) heeft een inwendig lokaal 
extreem in 0; er volgt dat 0 = g'(0) = f' (ae. 


We concluderen dat f'(a) = 0. 


Opmerking. Uit het stationair zijn van f in a volgt niet dat f 
in a een lokaal extreem heeft. Als voorbeeld beschouwen we het 
geval n = 2, A= IR, a = (0,0), f(x,y) = x?- yv“, f ie in (0,0) 
stationair. Verder is f(0,0) = 0, terwijl in elke omgeving van 
(0,0) zowel positieve als negatieve functiewaarden voorkomen 


(ga na); f heeft in (0,0) dus geen lokaal extreem. 


Stelling. Zij A C TR open, a E A, f € C3(A); zij f stationair 
in a. Definieer P : RÌ > R door 
n 
P(x) = 5 D;D;f(a)xjxs 


ek ii 
(P(x) is oa Denans polynoom (kwadratische vorm) in de 
xj). Dan geldt: | 
a. Is P positief definiet (d.w.z. geldt (Yx # OIP(x) > 0), dan 
heeft f in a een lokaal minimum; 
b. Is P negatief definiet (d.w.z. geldt (Vx # 0)P(x) < 0), dan 


heeft f in a een lokaal maximum; 








(9.u) 
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Ce. Neemt P zowel positieve als negatieve waarden aan, dan heeft 
f in a geen lokaal extreem, 
Bewijs: volgens (6,4) en (6.6) en wegens f'(a) = 0 is er een 


Pp : A > IR met lim o(x)/I x-all? 
Xa 
(+) (Wx E A)f(x) = fla) + IP(x-a) + o(x). 


De functie |3P| is continu en heeft in de gevallen a en b dus 


0 en 


een positief minimum m op de compacte verzameling {x € IR [Ilxll= 1}; 
voor alle x € IR, x f a is dus (ga na) 


P(x=a) 
2 x-a ‘ 
Er is 6 > 0 zó dat voor alle x met 0 < IIx-all < & geldt 


lo) |/Ilx-all? < m; voor die x heeft [ 3P(x-a)+p(x)l/Ilx-all? , dus 
ook sP(x-a)tp(x), hetzelfde teken als 3P(x-a) (ga na), a en b 
volgen nu uit (*), 
Zij e € IR” zó dat P(e) #0 (dan is e #0). Er is 8 > 0 zó dat 
voor alle x met 0 < Ilx-all < 8 geldt oC) [/Ix-all? < [P(e)l/2llell? ; 
voor alle t € IR met 0 < |t| < 8/llell geldt dus 

lolatte)| < Ht? [P(e)| = 1IP(te)l, 
dus voor die t hebben AP(te) + platte) en sP(te) hetzelfde teken. 
We concluderen m.b.v. (*) dat in geval ec in iedere omgeving van 
a zowel punten x met f(x) > f(a) als punten x met f(x) S$ f(a) 


voorkomen, zodat f in a geen lokaal extreem heeft, 


2 m. 








Opmerking. De stelling doet geen uitspraak voor andere gevallen 
dan a, b of Cc. 


Wat betreft het tekenonderzoek van P merken we het volgende op. 
Er geldt P(x) = (Axlx) waarin A : IR > IRÌ Tineair ls, met 


matrix (t.o.v. de "natuurlijke" basis in IR) 
Dii f(a) . . « Dynf(a) 
mat (A) = ° . (waarin Dij = D;D5). 


DE ee Del 
Aangezien mat (A). symmetrisch is (vgl. (6,2)) is er een ortho- 
gonale lineaire afbeelding S : RF > IR? zó dat mat (STTAS) de 
diagonaalvorm heeft, met op de hoofddiagonaal de eigenwaarden 


Aias ssÂ van Â3 


n 
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er volgt dat voor alle x € IR" geldt | 
P(x) = (Axlx) = (StÁxls'x)i= (S7'ASyly) = 


waarin y = S"Ix, | 

We concluderen: is (Vi); > 0, dan is P positief definiet; is 
(VijA, S 0, dan is P negatief definiet; zijn er i,j met AzAz S 0, 
dan neemt P zowel positieve als negatieve waarden aan (ga na). 


Zij f als in (9.3); we beschouwen nu het geval n = 2 nader, 
We schrijven x,y i.p.v. Xi yX2. We definiëren: 
Hela) = Ec eld Ey(a) | 
f y(a) Eyy(a) 


(de determinant van Hesse van f in a). 


Stelling. 


Is Hela) > 0, dan heeft f in a een lokaal extreem, en wel een 
lokaal minimum als f(a) > 0 en een lokaal maximum als fyxla) S 0, 
Is Hela) < 0, dan heeft f in a geen lokaal extreem, 

Opie 1: IS Hela) > 0, dan zijn f(a) en fyyla) Óf beide positief 
Óf beide negatief; ga na. 

2. De stelling doet geen uitspraak over het geval Hela) = 0, 
Bewijs: 15 faxla) r 0, dam is P(x,y) = fold +2fggladxy+fglady.= 
zE (B Det fg dy} rig Cady? | 

Is Hela) > 0, dan is deze vorm definiet en zijn (9.3), a en b 
toepasbaar. Is Hela) $ 0, dan is deze vorm te schrijven als | 
product van twee factoren die elk in zowel x als y lineair zijn; 

is Hela) S 0 en geldt Fxla) = 0, dan is fy(a) # 0, en dan is 

If yla)lxytfjyla)dy? lineair in x. Er volgt dat in het geval 

Hela) S 0 de vorm P(x‚,y) zowel positieve als negatieve waarden 


aanneemt (ga na), zodat (9.3), c toepasbaar is, 


(9.6) Voorbeelden. 


1. We zoeken de lokale extremen van f(x,y) = x°+ yv - 2x + uxy =2y? 


op IR? . Er geldt 
en = U(xI-xty) 
f(x,y) = U(y*-y+x) 
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dus de stationaire punten van f volgen uit 


X° =X+y = 0 
YS -ytx = 0 
Optelling levert x° +y°= 0, dus (x+y)(x? +xy+y? ) = 0 ofwel x = „ys; 


we vinden de stationaire punten (0,0), (/2,-/2) en (-V2,/2). 
Uit | 


Fnlksy) = WI 1) 
fy (xy) s U 
Ey (xy) = U(3y“=1) 


volgt dat He(0,0) = 0, Hel /2,-/2) = Hel-/2,/2) = 384 > 0. Met 
fo (/2,-/2) = Fork Za2) = 20 > MN volgt dat Ef dn (Ol) en 
(-/2,/2) lokale minima heeft. (ter-grootte -8). 
Over het punt (0,0) geeft (9.5) geen uitsluitsel; we onder- 
zoeken dit punt nader: er geldt f(0,0) = 0, en 

flRsDd es wr eh SO als 0 Sel A 

f{Rsxd e Ik SO als » #0 
en we concluderen dat f binnen elke omgeving van (0,0) zowel 
positieve als negatieve waarden aanneemt; f heeft in €0,00) 
dus geen lokaal extreem, | 
Zij D={(x,y) € IR lx? +y? S 12,x > 0,y > 0}, en zij f : IR? IR 
gedefinieerd door f(x,y) = dxy(6-x? -y?), Aangezien D compact 
is heeft de continue f een maximum en een minimum op D;3 
we bepalen deze, | | 
Merk op dat f(x,y) nul is als x = 0 of y = 0 of x?+y?= 6, 
positief als x? +y? < 6 èn x > 0 èn y > 0, negatief als 
6 S x°+y? S12 èn x > 0 èn y > 0 (maak plaatje). 
Uit 
f(x,y) = Ay(6-3X2-y?) = 





f,Gx,y) = dx(6-x?-3y2) = 0 
volgt dat het enige stationaire punt van f£ in int(D) = 
= {(x,y) € IR |x?+y? < 12,x > 0,y > 0} het punt a = (4/6,3/6) 
is; er geldt f(4/56,4/5) = 3. Verder is | 
Ee, = Ey (x,y) = =XY 
fy (xy) F(2-x?-y?) 


‚dus Hela) = 2 > 0; met fla) = -& < 0 volgt dat f in a een 


lokaal maximum heeft, 





| 
Û 
8 
Í 
|: 


sen ser en ee en ere ne DE een ee emeente ee ereen en OS en een ete 
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Uit het tekenverloop van f (zie plaatje) blijkt dat dit ook 
het (zogenaamde globale) maximum van f op D is, d.w.z. het 
maximum van £[D. 
Opm. Uit het tekenverloop van f en het feit dat a het enige 
stationaire punt van f in int(D) is volgt al, ook zonder 
Hela) te kennen, dat het maximum van f op D in a valt; ga na. 
We concluderen dat het minimum van f op D op de rand van D 
valt, en wel op het gedeelte xXx? +y?= 12, XxX 20, y 20. Hier 
is (schrijf y = /12-x?) 

f(x,y) = F(lx,/12-XE) = -x/12-xX? (OS xS 2/3). 
Aangezien -x/12-x? op [0,2/3] een minimum -6 heeft (voor 
Xx = /6) volgt (ga na) dat het minimum van f op D gelijk is 
aan f(/6,/6) = -6. 


Zij f een functie IRP > IR, g een afbeelding RP > IRS, 
D = Ker g = {xE IRP|g(x) = 0}. We beschouwen het (in de | 
praktijk voorkomende) probleem de extremen van f|D te bepalen; 


men spreekt hier ook van de extremen van f onder de nevenvoor-- 
ee VS UE NEVEN 


waarde g(x) = 0. 


(9.8) Stelling (multiplicatorenstelling van Lagrange). 


Zij US psgs (815829 sBq) : IRP > IR continu differen- 
tieerbaar, D = Ker g, A C IRP open, DCA, f : A > IR diffe- 
bentieenbaar, 

Laat f|D in a € D een lokaal extreem hebben, en laat gelden 
rang(mat g'(a)) = q. | 


Dan zijn er getallen Ai ‚A2 ;...s;A, € IR zó dat 


a | q 
(+) f'(a) e= Z A;8i (a). 
1=1 

Opm. 
1. De voorwaarde rang(mat g'(a)) = q is equivalent met: 

grad gi (a), grad gi (a),...,grad Eq (a) zijn lineair onafhan- 
kelijk, en ook met: uit mat g'(a) kan een q-x q-determinant 
gevormd worden die niet nul is. 


De getallen A; worden wel multiplicatoren (van Lagrange) 
genoemd, 


vene ee oe eee eee ee ee 








ei, 
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(*) drukt uit dat grad f(a) ligt in de door grad gi (a), 
grad g2 (a),...;grad Saa) opgespannen lineaire deelruimte 


van IRP. We kunnen (*) ook schrijven als 


q 
Ti (É- Z A,gs)la) = 0 (1 SiSp). 
Oe ER 
ewl JS. 


Veronderstel dat 


D 18! (a) ee Dg: (a) 


p-q+ 
(**) 4 F 0 
| D-q+18q(2) be Dag (2) 


(hetgeen eventueel te bereiken is d.m.v, een "naamsverandering" 
van de veranderlijken), Zij b = (bi ‚ba ,.….sbo_q) © RPA, 
e= (ersers...seqg) CE IRÀ zó dat a = (b‚o) = (bi „ba «+ + sbpeq 
C2 se-:9Cq): Volgens (8,3) zijn er open blokken Bi ,Bz in resp. 
IRP”4 en IRÎ met (b‚,c) € Bi Xx B, C A, en een continu diffe- 
rentieerbare afbeelding h : Bi * B, zó dat g(xsy) = 0 op 


,C1 s 


B, X B, h impliciet definieert. 

Definieer $ : B, * Bix B, door 
dx) = (xyh(x)), 

dan is Im ò C D, en 


Á 4 


0 ; | 
Ln \ 


A O 
e 
. oo 


p-q rijen 


/ A \ 
mat '(b) = î 3 O | 
0 0 1 
Dihi (b) « Dog: (b) 


gg 


Kek EE Dr-aPaP), 
dus dim Im &'(b) = p-q. Uit de gegevens volgt dat de functie 
k : Bi, > IR, gedefinieerd door k(x) = f(ò(x)) (C=f(x‚h(x))) in 
b een lokaal inwendig extreem heeft, dus dat k'(b) = 0 ofwel 
f'(a)d'(b) = 0. 





Ceed en 


ee ek A enn RR en tdi 


RE AAR RN in EE A PE RE re en 
S 


hee peek CME teerde Ein Pte ten es MAES: 


Er volgt dat 


(***) Im ò'(b) C Ker f'(a). | 
glòlx)) = glx;hlx)) = O0, dus i.h.b. 


Verder is voor alle x E Bi 


geldt 
slatb' B) = Üs 
Er volgt dat 


(etek) Im ò'(b) C Ker g'(a), 


Aangezien dim Im ò'(b) 


p-q en dim Ker g'(a) 
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p = dim Im g'(a) 


= p-q volgt uit (**+**) dat Im $'(b) = Ker g'(a); met (***) volgt 


nu 


Ker g'(a) € Ker f'(a), 


Voor alle u € IRP met (Vi)(grad g;(a)|u) 


(grad f(a)lu) 
grad g;(a) (Ì 
IRP. 


** Voor de fijnproevers: 


Definieer og 


open (in IRP); f : 


van {1,2ssseep} zó dat 


Dé (p-a+1 
(+) 


De (p-4+1)8a 


(a) 


) 81 (a) ee 


‘ + 


De (p)a (a) 


RP > RP door es ) & 


= 0 geldt dus 


0; er volgt dat grad f(a) ligt in de door de 


1,2s...5q) opgespannen lineaire deelruimte van 


geldt (**) niet, dan is er een permutatie & 


ed je 


eK plgpj} zij FE = £ 0 Os 8 = 80 0 ek, dus (Vijg; = ERE 
Er geldt: & is continu differentieerbaar; CID = 


ker 83 oTÎA is 


o lA > IR is differentieerbaar; floT!D heeft 


in e = o"'a een lokaal extreem; g'(e) = (g 0 o)'(e) =g'(a)lo"(e)= 


I 


g'(a)o (o is een lineaire afbeelding, dus geldt (Vu € IRP)o'(u)zo; 


ga na). 


Er volgt (aangezien Oi 


a Pp 


vem. (+) geldt dus dat 


Dr -a+18 (e) . 


D-a+18q t°’  À 


D81 (Ce) 


A 
nu MM 


Ös bj) 
Dg: (a)s 
4 k=1 


k,ò(j) 





EA CEN ET RD EE 
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Toepassing van het bovenstaande op f en 2 leert dat er 


Ar A2 sees) E IR zijn met 


q 
Fles 
E 


u MO 


A.g!(e) 
ed 
ofwel q 
f'(a)jo = ( XZ A;g5 (addo 
L=Ì 
d 
Ea) = Ee A;gz (a). 


1=Ì 


(9.9) Voorbeelden. 


1. We zoeken de lokale extremen van f(x,y) = $xy(6-x? -y?) op 
D= {(x,y) € R*|x'+y'= 12,x > 0,y > 0}; vgl. (9.6), 2. We 
zoeken eerst de lokale extremen van f onder de nevenvoor- 
waarde x°+y°= 12; volgens (9.8) (neem g(x,y) = x?+y?- 12, 
P = 2, q = 1, A = IR?) kunnen die slechts optreden in de 
punten (x,y) waarvoor À € IR bestaat met | 
a 
(*) {EY(6-Ixt-y?) = 2AX 
Ex(B-x? -3y?) z 2Ày 
(merk op dat rang(mat g'(x,y)) = 1 overal behalve in (0,0); 
echter is (0,0) & Ker g), | | 
Aan (*) blijken vier punten (x,y) te voldoen, namelijk 
(+/6,+/6),.(-/6,‚-/B) (beide voor A = -5) en (+/6,-/6), 
(-/6,+/6) (beide voor A = 5). 
We còncluderen dat een lokaal extreem van f|D hoogstens kan 
optreden in a = (+/6,+/5), b = (0,+/T2) of c = U+/T7,0) (let 
op de laatste twee punten!). Er geldt f(a) = -6, f(b) = f(c) = 
Aangezien D compact (ga naì) en f continu is heeft f|D (glo- 


bale) maxima in b en c en een (globaal) minimum in a. 


IND 


We bepalen in IR? de afstand van (-1,0) tot de kromme x?= y? 
(maak plaatje) als volgt: we zoeken het minimum van f(x,y) = 
(x+1)? + y? onder de nevenvoorwaarde g(x,y) = x?- y?= 0. We 
proberen (Xxs,YsAÀ) op te lossen uit 

x3- y2= 0 

2(x+1) + IXAx?= 0 

2y = 2hy = 0 
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Dit stelsel blijkt strijdig te zijn. Echter is 


mat g'(x,y) = (3x° ,-2y) 
en de rang hiervan is 0 in (0,0), terwijl (0,0) € Ker g. 
Men ziet gemakkelijk in dat f|lKer g in (0,0) een globaal 
minimum 1 heeft (bijvoorbeeld zô: voor alle (x,y) € Ker g 
is Xx > 0, dus (x+1)?°+ y? > 1). 


OENE, IE TD NEEDE DAAD HEE GRENEN MOERON EEEN OUSE EH DEV 6 ANNEER NRE ER 





Ehh 





(10,1) 


CED 2) 
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Hoofdstuk II. Integraalrekening. 


In dit hoofdstuk breiden we het in An. II, hoofdstuk I voor 
continue functies IR > IR ingevoerde begrip "integraal" op 
verscheidene manieren uit. We behandelen voor functies IR > IR 
de Riemannintegraal (vgl. Inf., hoofdstuk 9) en de Riemann- 
Stieltjesintegraal, en voor functies IRO > IR de Riemanninte- 


graal (vgl. Inf., hoofdstuk 9) en de Lebesgue-integraal. 


810. De Riemann-Stieltjesintegraal van functies IR > IR. 


In deze paragraaf beschouwen we een generalisatie van de in 
An. II, hoofdstuk I voor continue functies IR > IR ingevoerde 
Riemannintegraal. 
Zij £ : [a,bl * IR begrensd. Zij a = Xo < x1 < x2 < .….. < Xn = b; 
we noemen D = {xo;X19---;Xn} een verdeling van [a,bl, en we 
definiëren de maas m(D) van D door 

m(D) = max{xk-Xk-il1 Sk Sn}. 


Zij g : la,bl > IR monotoon stijgend (dus begrensd; ga na). 


Definities. 


f heet integreerbaar over [a,bl t.o.v. g indien er IE IR is zó 
dat geldt: 
(*) bij elke e > 0 is er > 6 zó dat voor elke verdeling 
D = {xosX1s-e.sXn} van [a,bl met m(D) < 8 en elke keuze 
van de ennn Ei S [xz-goxil (1 SisS<n) geldt | 
| 2 f(E- ilglx; JE Hi l-Il < Ee. 
zed 
We noemen 1 de Riemann-Stieltjesintegraal van f over [a,b] t.o.v. 


gs we schrijven 
D 
= Íf(x)dglx). 


a 
We EE (*) wel als 


lim 5 FLES) Blas d- -8(x;_ RJ ES 
m(D)0 i=1 
de som in het linkerlid noemt men een Riemann-Stieltjessom van 


E Tea, Ex on de E; noemt men wel "tussenpunten" 





EU er EEE Ee DE a ER 


SERVEREN CE VERM OP MR Gn 


int ie a lS nt a 
Z 


(1023) 
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In het geval dat (Yx € [a,;b]l)g(x) = x noemen we f Riemanninte- 
greerbaar over [a,b], en I en de bovengenoemde som heten dan 


de Riemannintegraal van f over [a,b] resp. een Riemannsom van f. 


Zij weer D = {xXosX1 5. -…sXn}. We definiëren: 


Inf, 6f) = inf {f(x) | xy-4 GG Med (1 Sk Sn) 

Sup (f) = sup{f(x) | xj 4 SS x S xj} (1 SkS$Sxn) 

SD = et akai alecto: (Yondersom'') 
" n 

5 = eet EE (“bovensom'') 


a. Aangezien g monotoon stijgend is geldt 
[g(b)-gla)ltinf{f(x)la <SxS<b} Ss S<spS[glbì-gla)l: 
‘sup{f(x)la S x Sb}. 

b. Zij E = {yosy1s---»yp} een tweede verdeling van [a,bl met 
E > D (E heet dan een verfijning van D);s is Yj = Xk-1» 
Yjam = Xo dan is voor alle q met OQ Sq S m-1: 
inf (f(x) [ys sa SS xS Yi+a+1} > inf{f(x)|xj-4j S Xx S xk} 
en er volgt dat | 

SE > SD- 
Op analoge wijze bewijst men dat 
Sr S Ep 
ce. Zijn G en H twee verdelingen van [a,bl en is K2G UH (K 
heet dan een gemeenschappelijke verfijning van G en H), dan 
geldt volgens a en b: 
SG SSK SEK S Sr 
dus 


& 


Sg S Spe 


(10.4) Stelling. Zij f begrensd op [a,b]. 


f is integreerbaar over [as;bl t.o.v. g @ lim (Sp-S)) = 0 (*) 
| | m(D)0 
(waarin (*) betekent: bij elke e > 0 is een 8 > 0 zó dat voor 


alle verdelingen D van [a,b] met m(D) < & geldt: Sp-sp S Ee). 
Bewijs: | 


b | 
> ; laat 1 = ff(x)dglx) bestaan, en zij e > 0. 
a 


EEN ENNE NE IN ARNE ERE ET OA NT tete heee le See de De ie 





oan ee TONE EEE NEE DEN EE AELREMENANEA NAZARENER EEE ATEN VOORAAN EE BENE AT 


Ce smarter en Ee tre en em Er RN Le 


ERE SAN Eten ee 
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Zij Ô > 0 zó dat voor elke verdeling D van [a,‚bl met m(D) < ô 

en elke bij D behorende Riemann-Stieltjessom X van f geldt 
Beel Ode, 

Zaj D= Íxasktisereskn} Zó dat m(D) S Ô, Kies bs 5 [Ri-asXel 


zó dat 


ECE > sup; (f) Ri CHE (1 SisS$Sn). 
Dan is e | n 
SD SS een zt glxad- glxs + 7 ME -EarHT , epe glx: IS 
LS 


< I+iet+ie e= 1I+ de. 

Op analoge wijze kan men Ni E [x. _1°Xi .] kiezen zó dat 

fln;) S inf;(£) + rees (1 SisSn) 
en er volgt dat 

En 1 ZE. 
We concluderen dat 

Ep “Sp SE 

=S : noem 

I = inf{splD is verdeling van [a,bl}. 
Wegens (10.3) a is I € IR. Voor elk tweetal vendentnden E‚F 
van [a,bl geldt 

SE S Sr 
dus voor alle verdelingen E van [a,bl geldt 

sr SI. 
Zij € > 0. Er is 8 > 0 zó dat voor alle verdelingen D van [a,b] 
met m(D) < 8 geldt Sp - Sp Se. Is E een verdeling van [ a,b] 
met m(E) < ê en is XY een bijbehorende Riemann-Stieltjessom van 
f, dan is | 

I-e S Spee Sor Ss Sp S Spte < I+e 
dus 

[Z-I| <e. 


Definieer, voor eenbegrensde f : [a,b] > IR, de onderintegraal 
b b | 
[f(x)dg(x) resp. bovenintegraal ff(x)ldglx) van f over [a,b] 

a a 


t.o.v. g als 


Lf(xd)dglx) sup{s|D is verdeling van [a‚bl} 


a 





(10.6) 
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on 


inf{Sp|D is verdeling van [a,bl}. 


ff(x)dg(x) 
a 


Wegens (10.3) c gefdt voor iedere verdeling D van [a,b]: 
sp Sff(xddglx) STf(xldglx) S sp; met behulp van (10.4) leiden 
a a 


we hieruit af: 


(*) f is integreerbaar over [a,bl t.o.v. g > 


b Db 
> ff(xldglx) = FfCxddglx). 
a a 
In (*) geldt "e! niet voor alle g: definieer f en g:: [0,21 * IR 
door | 
rd als x= [0,t) 40 als 610,11 
FCO) = ly ais x € [1,2] go) = {4 als x € (1,2] 
2 2 


dan is [f(x)dglx) = ff(x)dglx) = 1, maar een getal I als bedoeld 
0 0 


in (10.2) bestaat niet (ga na). | | 
In (+) geldt "ee!" wel als (YVx € [a,bl)g(x) = xXx, d.w.z. er geldt: 


| b D 
Stelling Sf(x)dx = [f(x)dx > f is Riemannintegreerbaar over 
a b a b D 
[a,bl, en Sf(x)dx = [f(x)dx = ff(x)dx. 
a 5 a | a 
Bewijs: noem I = ff(x)dxs zij e > 0. Er zijn verdelingen D en E 


a 
van [a,bl zó dat 


Sj Lede, BRIL Zee 

Zij F = DUE = {xXx sXi sees sXn}s er geldt 
I-je < sp Ssr SSr S5r < I+tde 

dus 
I-je < sp < Sp < Itje. 


Noem M = sup{f(x)|a < x Sb}, m = inf{f(x)|a S x < b}; 
Zij 

Gn Ge 

_ 2n(M-m+1)" 

Zij H een verdeling van [a,b] met m(H) < 8, en zij ZS een bij H 
behorende Riemannsom van f. Er is NE IN met NS n-1 zó dat N 
door H bepaalde deelsegmenten van [a;bl] de punten Xj 9X2 see erXn-1 
bevatten; er geldt dus | 

SPuH 7 Sm S (n-1)(M-m)ê S$ Je (ga na, bedenk dat g(x) = Xx) 
en analoog 


Bi > & < 


Sq FUH E « 


n= 
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Er volgt dat 

Ive S spie S Srymrse SspSZSsSySSrugtde SSptde S Ite 
dus 

[I-2| Se. 


(10.7) Opmerkingen over de Riemannintegraal. 
1. Uit het bovenstaande volgt dat de in Inf., (9.2) en An. II, 


(1.3) gegeven definities van integraal voor de daar genoemde 
functieklassen overeenstemmen met de in (10.2) gegeven defi- 


nitie van Riemannintegraal. 


EERE erin eee AANEEN OPE OI MEO AE EE On EEEN MENE AEO EE OEE br: 


Zorgvuldige analyse van (10.4) en (10.6) leert ons (ga na): 


IND 
LJ 


(**) f is Riemannintegreerbaar over [a,b] © 
| ® bij elke e > 0 bestaat een verdeling D van [a,b] 
| met Sp = Sp Se (vgl.(10.4)). 


We zullen later een Riemannintegreerbare functie karakteriseren 


|oo 
. 





m.b.v. de verzameling van zijn discontinuiïiteitspunten. We 


merken hier op dat m.b.v. (**) te bewijzen is dat f : [a,bl > IR 


Riemannintegreerbaar is indien: a) f continu is of b) f mono- 
toon is. Het bewijs voor geval a) vindt U in An. II, (1.2); 
het bewijs voor geval b) volgt uit 
| SD = Sp EN kin e Fx) | eri) S [f(b)-FfCad|m(D). 
| == 
(10.8) Stelling. Zij f : la,bl > IR continu, g : la,bl > IR monotoon 
stijgend. Dan is f integreerbaar over [a,b] EO Be | 
Bewijs: zij e > 0. Er is 20 zó dat voor alle x,y € [a,b] met 
E 5 E 2 
Ix-yl < 8 geldt |f(x)-f(y)| <S EC etadei (waarom? ). Voor elke 
verdeling D van [a,‚bl met m(D) < 6 geldt 


n 
Sp - sp EZ [sup (f)-inf, (E)L glxjd-glxjg)l S 
k=1 
n 
E 
< eCb)-gla)+1 a EC) exe )| S Ee. 
Pas nu (10.4) toe. | 


(10,9) Stelling. Zij f : [a,bl * IR continu, g : [a,b] > IR continu 


differentieerbaar, terwijl (Vx € [a,bl)g'(x) > 0. Dan is 
b b 
Sf(xdldglx) = SfGIE'(x)dx. 
a a 
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Bewijs: volgens (10.7),3 bestaat de integraal in het rechterlid. 
Zij e > 05 zij êi > 0 zó dat voor elke verdeling D van [a‚bl met 


m(D) < ê, en elke bijbehorende Riemannsom X van fg' geldt: 

IE - ffGOg'(x)dx| < Je. Zij M = max{lg' Goo) || a Sx Sb}, en zij 
a 

ô2 > 0 zó dat voor alle x,y € [a‚bl met |x-yl < 8,geldt: 


5 
ÉGO-EOD S mma): 


Noem Ô = min(ê1 ,62)53 zij D = LXo Xr zeeen} een verdeling van 
[a,b] met m(D) < 8, en zij Es ES [x;_goxijl (1 Sin). 


Volgens de middelwaardestelling van de differentiaalrekening is 


nde nnn a ne ne nn ne a a AE Eeen 





er voor alle i met 1 SisS$neen nj € [xi-4sx;l zó dat g(xi)- 


een DEEL AE DAE A PE MEL LRE NR ENE EMEA IC 


EE EAN EA EE ETEN TTEN RE TAER  E E RME  DANE KEES ERR AE AME Pen ENEN; 


- glxi-1) = (xjexz_4)g' (nj). Er geldt nu 


d D 
|E FCE) glxid-glx;_)l - S£GOg'GOdx| = 


1=1 a 
n b 
=| E f(E)E'(ni)lxjexsg) - SEGOg!'(dxl S 
t=î a 
n . 
S de + ELFDE nig! Cn) Gegen) < 


n 
1 E : p nee 
Pas nu (10.2) toe. 


(10.10) Voorbeelden. 
| 1. Is g constant op [a,b], dan is elke f : [a,b] > IR integreer- 


baar over [a,b] t.o.v. g, en dan is 
Db 
fElxddelx) = Ô 
a 


(immers: elke Riemann-Stieltjessom van f is nul). 


IN 
® 


Zij f : [a,b] > IR continu, en zij g : [a,bl > IR strikt monotoon 
stijgend en continu, Noem @ de (strikt monotoon stijgende en con- 
tinue) inverse van g. En 

‘Zij e > 0. Noem gla) = ec, g(b) = d. f 0 & is continu op [e‚d]; 

er is 8, > 0 zó dat voor elke verdeling D van [c‚d] met 


m(D) < ê, en elke bijbehorende Riemannsom EX van f o & geldt: 
d 


IE - [fCély)adyl Se. 
Cc 
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Er is 8 > 0 zó dat voor alle x,y € [a,b] met |x-yl < 8 geldt: 

| lelxd-gly)| < ô1. 

| Zij nu E = {xo Xi s-eesXn} een verdeling van [a,bl met m(E) S Ô; 
noem g(x;) = yj (0 Sin). Zij E; E [xj_y>xjl; noem g(&;) = 
zn; (1 SisSn). F = {yosy1is--+sYn} is een verdeling van 


| [e‚dl met m(F) < ê:;, en de n; zijn hierbij tussenpunten, dus 
| n d | 

| | EEN Vaert n Sf ayl S € 

| ofwel ä 

| | 2 FLEsM ge dga de Sf(elyddayl Se. 

| 1=1 | c | 

| We concluderen dat 

| b __ gb) 

; Sf(xddelx) = Sf flòly))dy 

| a gla) 


(waarin ò = g7!). 


| 3. Zij a = ao <a, <a, < .….. San < an+1 = D5 zij cy SC) Se«+ 
d 

| …. S Cy S Cy+1° EN zij g : [a,b] > IR gedefinieerd door 

| glx) = cj als aj-j S Xx & aj (1 Sis N+1) 


(maak plaatjes c;417cj is de “sprong! van g in aj). 
Zij f : [a,b] — IR continu. Dan is 
| ff(x)dglx) = EZ fla;)lessgTei)- 

a 1=1 
Bewijs: zij e > 0; zij ê, = min{aj-as_4lt S j < N41}, en zij 
8) > 0 zó dat voor alle x,y € [a,b] met |x-yl < 6, geldt 
EG) -ECy)| S e/lensjTei )- Noem 8 = min(ê,,ô,). Zij D= 


= {XX seeesXj} een verdeling van [a,b] met m(D) < &, en 
n 
zij > f(E;)Lglx;)-glx;_j)l een bijbehorende Riemann-Stiel- 


tjestön van f. Voor alle i met 1 < is<N geldt: er is precies 


BRR NES EE je PE Eee en 


EE PEPE EN TO ms 


en ee 5 


Êên k; zó dat 
Xki-1 < aj & Xkj > 
op de door D bepaalde- deelsegmenten van [a,b] die verschillend 


SEE ESO ENEN OMA EEND PE EE EENES DT EENDEN Dd 0 


Ann en ne en ee 


zijn van alle [kj *ki] is g constant. Er volgt dat 
N 





À 5 
[2 FCE) glxjd-glxi1)1 7 E fla;)lei4grei)l| = 
1=1 i=1 


ERE VATANEN EEDE AD ENTS 
# 





ee ge ene ee 


EEE ENE AEN AE EE EE Mad 


EN EN WAN EE EERE NN TN PEET 


ete her Une Femren Tmds we bmer verte Ee 
$ 


(10.11) 


CEL) 
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N | | N 
=| EZ FCE) glxkid-elxkg-1)l- EF Flardles,grei)l = 
ie | 1 1=1 
N e N 
ss | B If(Ersdeflardlles,dgearh| An Elsie €, 
n. kj 1 1+1 “1 | CN+1 A ied art 
tb, Is f : [a,b] > IR constant: (Yx € [a,bl)f(x) = c, dan is 
b En 
Sf(xddglx) = el glb)-gla)l 
a 
(bekijk de Riemann-Stieltjessommen van ff). 
De theorie van de Riemannintegraal wordt in dit hoofdstuk verder 


ontwikkeld. Er bestaat een grote analogie tussen de definitie van 
de Riemannintegraal en die van de Riemann-Stieltjesintegraal;s men 
kan zich de tweede uit de eerste ontstaan denken door als 'maat" 
van een segment [xi-1>X;l het getal glxi)-glx;_g) (i.p.v. X;-Xi-1Ï 
te nemen. Er zijn echter ook grote verschillen. Als voorbeeld 
beschouwen we de in (10.5) genoemde functies f en g: 


… r0 als xXx © EO0,L) _ ,0 als x € [0,1] 
Ex) = tj als x € [1,2] glx) = (4 als x € (1,2] 


Volgens (10.10) is (ga na) 
1 2 
ff(x)dglx) = 6 en Sf(x)dglx) = g(2)-g(1) = 1, 
0 sE 


maar 
2 


Sf(x)dglx) 
0 
bestaat niet! 
Meer over de Riemann-Stieltjesintegraal vindt U bijv. in 


D.V. Widder, The Laplace Transform, Princeton 19465 hoofdstuk I. 


811. Functies van begrensde variatie. 


In deze paragraaf bespreken we zeer summier een functieklasse 


die in de integraalrekening een rol speelt. 


Definities. Zij f een functie [a,b] * IR. 
a. De totale variatie van f op [a,b] is 
n 
vb) = sup{ À PER det Cn reen eat is een verdeling 
L=i 


de 
van [a,b]}. 


b. 
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f heet van begrensde variatie (b.v.) indien 


b 5 
V5(E) < +o, 


(11.2) Enkele eigenschappen: 


a. 


b. 


[a 


[a 


|® 


|h 


Een monotone f : [a,‚bl > IR is van b.v., immers 

VOCE) = |£CD)-Ela)l. 
Is f € C'[a,‚bl, dan is f van b.v.: is {Xo ,X1 se.esXn} een ver- 
deling van [a,‚bl, dan is er voor elke i met 1 S<iSn een. Ei 
met Xia S Es S Xx; Zó dat LRT Er ee ECE) jers 4 d3 er 
Ae dat 

n 

3 LE CidfOes 4d) = ed Cg) S M(b-a) 


qed 5 | 
waarin M = sup {[£f'(x)|[x € [a,b]}; er volgt dat voe) < M(b-a). 


Niet elke continue functie is van b.v. Beschouw bijvoorbeeld 
op [0,1] : f(x) = Xx sin = als x # 0, f(0) = 0. 
Is f : la,bl > IR van b.v., dan is f begrensd. Immers: 
voor alle x € [a,‚bl is |[f(x)-fla)l < |f(x)- -f(a)l + |F(x)-f(D)| < 
< VP(E), aus [EGO] < [Fa] + HCE: 
Is f : [a,b] > IR van b.v., dan is f Riemannintegreerbaar. 
Immers: voor elke verdeling D ee Wree  wa [a,b] met 
m(D) < ê is (notaties van (10.3)) 
Sp-Sp = 4 [supy‚ (f)-inf, (É)] (xj Xy EE. 


<6 > [supy(f)-infj (EIT < Svr); 
k=1 


pas nu (10.4) toe. 
Is f : [a,b] > IR van b.v. dan is voor alle c € [a,b] 


VSCE) + 1 = veer). Immers: voor iedere verdeling (Xp 9X4 see «9 X} 

van [a,b] is (met p zó dat Xp Se S xp+1) 

> [ÉCx3)- fx SI k „Lens behe ÊCe)-f xp) |I + 
__n 

+ [IfOer 4) fCo)| + nt, AI < vs Ed ve (É), 

dus ED < VOF) + “ c(f); GREEN zijn er bij fedhse Ee > 0 


verdelingen (Xo Xi se ee Xr } resp. U Knie Kal van [asc] 


resp. [c‚b] zó dat 
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Ë 

VEE) „ies Pe ZG gf Cr >| en 
i=1 

D n+p 

Vol) =de < Q= 2 [fCxyd-flx;_4)]s 
l=n+ti 


hieruit volgt dat voor alle e > 0 geldt 
VS(E) + VÒ(E) S P+Qte S VÒ(E) + e, 


C b Db 
dus VS(E) + vRE) < vPe). 


(11.3) Stelling. f : [a,bl — IR is van b.v. * er zijn monotoon stijgende 
hi en he : [a,b] > IR met f = h, =h, 
Bewijs: 
* : aangezien wegens (11.2),a hi en ha van b.v. zijn, is hi — ha 
van b.v. 
> 7 neem hi (x) = vC) en ha = hi =f5 
voor alle x,y € [a,b] met x S y is wegens (142),f 
hi (y) =— mix) = VIE) > 0 en 
ha (y) -— ha (x) VCE) = f(y) + F(x) 2 VICE) -— Ey) -— FG] > 0. 


(11.4) Zijn f‚, hi en hz als in (11.3), en is F : [a,b] > IR continu, dan 
definieren we | 
b b D | 
(*) SF(x)df(x) = [F(x)dhi (x) - SEF(x)dha(x). 
a a a ‘ 
Men kan bewijzen dat het rechterlid in (*) onafhankelijk is van 


de keuze van h, en hz. 
Uit (11.2), f volgt dat de functie x > vi (É) monotoon stijgend is, 
zodat |[F| integreerbaar is over [a,b] t.o.v. x > VÄF). Uit be- 


schouwingen m.b.v. nn -Stieltjessommen volgt: 
En /FGOafool < j {roo laren 
waarbij men het Bad ae van (+) ook wel schrijft als 


/[roollasco. 


„> 812. De Riemannintegraal van functies IR" > IR. 


(12.1) Beschouwingen over blokken. 
Onder een gesloten blok in IR” verstaan we een verzameling van de 


vorm {x € IR'|(Vj)aj S xj S bj}, waarin (Vila: < bj terwijl x = 


= CR aaier. 





î 
; 
Ë 
: 








(Led 


(1243) 


iz1 © 
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…b;] een gesloten blok, dan 1s 


n 
int(B) = II (aj‚bj) = {x € R"|(vj)ai <x; S b;}, 
L=1 


15 
n 


fr(B) 
ded 


Ux Bi = aid vw lar = badk. 


De verzamelingen {x € B|x; = aj} en {x € B|x; = b;} (1 < i Sn) 


heten de zijden van B (fr(B) is dus de vereniging van de zijden 


van B). 


We definiëren het volume van B door vol(B) = 


Verdelen we B met behulp van een hypervlak xj 


Na Ee a:). 


arn 


d. 


un dA3 


(waarin 


aj Se; < by) in twee gesloten blokken Bi en Bz, dan is B = 


1 


= B, U B3, int(Bi) MN int(Ba) = & en vol(B) = vol(B;) + vol(Ba). 


Met volledige inductie volgt hieruit: als B door eindig veel 


hypervlakken wordt verdeeld in gesloten blokken B, ,Ba »-«« 5 Bk» 


k 


dan is B = WU Bi, (Vigj) int(B;) M int(Bs) = $ en vol(B) = 


k i=1 
= X vol(B;). 
i=1 


Een verdeling D van een gesloten blok B Ee een eindige verzameling 
gesloten blokken {Bill < i <k} met B = U B; en (Vi fj) int(Bj) N 


N int(Bj) = &. Een verdeling E van B heet éen verfijning van D 


indien de vereniging van de randen van de blokken in D bevat is 


In de vereniging van de randen van de blokken in E. 


Bij elke verdeling D = {Bil1 S isk} van B kunnen we beschouwen 


de “hypervlakverdeling'" Do van B die ontstaat door B te verdelen 


met behulp van alle hypervlakken die van minstens één B; € D een 


zijde bevatten; Do is een verfijning van D. Do induceert op 


iedere Bj € D een hypervlakverdeling D;; volgens (12.1) geldt 


(Vi) vol(Bj) = 2 vol(C) 

CED; 
dus ke Kk 
XZ vol(B;) = XZ - 2 vol(C) 
ae iz=1 CED; 


Zij B C IR“ een gesloten blok, D 


2 vol(P) = vol(B). 
PEDe 


{B;|1 Si Sk} een verdeling 


van B, f £ B > IR begrensd. We definiëren (vgl. (10.3)): 


Sp = XZ [sup f(x)l-vol(Bi) (“bovensom'") 


i=1 xEB; 
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n 
sp = 2 [inf f(x)l- vol(B;) (''ondersom"). 
i=1 xEB; ie 
a. Er geldt Sj En f(x)] XY vol(B;) = [sup f(x)] -vol(B) en 
EB 1=1 xEB 
analoog sj > Be flx)l-vol(B); verder is sj SE. 
xEB | 
b. Zijn Bi en Bz gesloten blokken met B4 C B) C B, dan is 
sup f(x) < sup f(x) en inf f(x) > inf f(x). 
xEB, XE Bs xEB, xEB3 
Er volgt (vgl. (10.3),b): is E een verfijning van D, dan is 
ec. Laten E en F twee verdelingen van B zijn. Zij G de hypervlak- 


verdeling van B die ontstaat door B te verdelen m.b.v. alle 
hypervlakken die van minstens één PE E of van minstens één 
QE F een zijde bevatten; G is een verfijning van zowel E als 
F (een zogenaamde gemeenschappelijke verfijning van E en F). 
M.b.v. a en b volgt dat 
Be =S Ser 
dus 
(12.4) Laten B en f zijn als in (12.3). We definiëren de onderintegraal 
I(f) en de bovenintegraal I(f) van f over B door 
IC) = sup{sp|D is een verdeling van B} 
I(£) 
Volgens (12.3) bestaan I(f) en I(f) als reële ES Talen. terwijl 


TUE) B ICF) (ga na). 


inf{s),|D is een verdeling van B}. 


Definities. f heet Riemannintegreerbaar over B als If) = ICE); 
we noemen het laatste getal dan de Riemannintegraal van f over B 
en geven dit aan met In(f). 


Opmerking. Met behulp van de in 510 gebruikte methoden, aangepast 
aan onze situatie (IR i.p.v. IR) kan men bewijzen dat de hier 
gegeven definitie van Riemannintegreerbaarheid equivalent is met 
de definities die men kan geven naar analogie van (10. 2), (10.4) 


en (10,7),2 (formuleer deze zelf). We bewijzen hier: 
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en et et nd ad ERG NOC MEN AN Ne Ed 


(12.5) Stelling. f is Riemannintegreerbaar over B ® bij elke e > 0 
bestaat een verdeling D van B met Sj - Sj Se. 


Bewijs: 


> : zij [ de Riemannintegraal f over B en zij e > 0. Er zijn ver- 


ee nn Bee en en Be eres ee ged 


Er EN NE ker 


delingen E en F van B zó dat sp > I-je en Sp S Itje. Zij D een 
gemeenschappelijke verfijning van E en F (vgl. (12.3),c); er 
geldt 


heen aad zeeen eat ad 


dus Sp al SD < E « 
ST : zij € > 0; zij D zó dat sj = sp Se. Dan is T-I SS -sjpS<es 
er volgt dat I = 1, | 


Opmerking. We hebben hier I, I en I geschreven in plaats van 
IB(f), TUE) en I(f); ook in het volgende worden deze en dergelijke 
afkortingen gebruikt. 


ME MP EEE EEE REN eN NELE pen 


(12.6) Stelling. Laten B en B1 gesloten blokken zijn met B, C B, 
Dan geldt: 





f is Riemannintegreerbaar over B > f is Riemannintegreerbaar over Bi. 
Bewijs: zij e > 0, en zij D een hypervlakverdeling van B met 

SD = Sp Se (vgl. (12.3),c en (12.5)). D induceert op Bi een hyper- 
vlakverdeling E,‚ en 


| 

| 

Sr - Sr = 2 [sup f(x) - inf f(x)lvol(P) S 
| PEE xEP xXEP ‘ 
| 
| 
| 
| 
| 


S Z [sup f(x) - inf f(x)lvollQ) = sj - sp Se. 
QED xEQ xEQ 


Pas nu (12.5) toe. 


(12.7) Stelling. Laat het gesloten blok B door een hypervlak verdeeld 
worden in de gesloten blokken Bi en Bz. Dan geldt: 
f is Riemannintegreerbaar over Bi en over B, > f is Riemanninte- 


| 
| greerbaar over Bs en IB(f) ed Ig, (£) + Ig, (D) (vgl. KL LATE, 


Bewijs: zij e > 0. Laten D en E verdelingen van resp. B, en Ba 
zijn met | 
Ig, (£) -e <spS<snpSIg (fl te 
5 KS 
In, (£) Ee S Sr Sp S In, (£) + € 
(ga zelf na dat zulke D en E bestaan). 


} 








(12.8) 
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F = DUE is een verdeling van B. f is begrensd op B (ga na); 
laten L en I resp. de onder- en de bovenintegraal van f over B 


zijn. Er geldt 


ig, (£) + In, KE) - Ze S SDtSE = sr S IS T S Sr = Sp+Sr < 
S Ig, (É) + In, (É£) + 2E 
dus Ig (£) + Ig, (£) - 2e SI ST < Ig (£) + In, (£) + 2e. Er 


Ba 
volgt dat Iz I= Inf) + In, (£). 


B; 


Opmerking. Uit (12.6) en (12.7) volgt: is f Riemannintegreerbaar 


over een gesloten blok B en is D = {B;l1 S isS$<k} een verdeling 
van B, dan is 

k 

1=1 


(gebruik bijv. de door D bepaalde hypervlakverdeling van B). 


Stelling. Zij B een gesloten blok in IR", en zij asb E IR. Laten 
f en g Riemannintegreerbaar zijn over B. Dan geldt: 

a. af + bg is Riemannintegreerbaar over B, en In(äf+bg) = 

= alp(f) + bIn(g). | 

Is (Yx € B)f(x) S g(x), dan is Inf) < In(g). 


b 
ce. [IgC6)| S [suplf(x)[]-vol (B). 
xEB 


EN Je Riemannintegreerbaar over B en |In (| < In(|f|). 


Na 


a. Uit de eigenschappen van sup en inf volgt dat voor iedere 
verdeling D van B geldt: 
sp(f+tg) > sp(f) + snlg), snlf+g) S splf) + Slag), 
splaf) = asplf) en sj (af) = asj(f) als a > 0, 
sp(-f) = -splf), sp(-f) = =Sp(f). 
Er volgt dat 
If) + I(g) $ I(f+g) S$ < T(f+g) S I(É)+I(g), 
al(f) = I(af) < I(af) = al(f) als a > 0, 
-I(f) = I(-f) S I(-f) = -I(É) 
(vgl. het bewijs van An. II, (1.4)), waaruit het gestelde volgt. 
b. Voor elke verdeling D van B geldt sp(f) < sp(g); er volgt dat 
EEE) ES I(f) S I(g) = I(g). 





ween amedee be bevat an aem emd en ee eerd mids: en te 


ertsen eee mene een ae mee eenn aren Eer ene en 





(12.9) 





EL C1240) 





KLA) 


| 
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c. Gebruik dat voor alle verdelingen D van B geldt 
-sup |f(x)[-vol(B) S inf f(x)-vol(B) $ sj(f) S 
xEB xEB 
S sup f(x)-vol(B) S sup |f(x)[*vol(B). 
xEB xEB 
d. De Riemannintegreerbaarheid van |f| volgt uit: 


spCl£lD-spl|£|D S splf)-splf) voor iedere verdeling D van B 


(ga dit na; gebruik en Eler ednf [fGx)| S sup f(x)-inf f(x); 
B; xEB ; xEB Ee 
de andere bewering ben uit Hs toëgepast leje) Ti < < Tel. 


Voor AC IRF geven we met Xn aan de karakteristieke functie van 

A, gedefinieerd door xalx) = 1 als x EA, = 0 als x É A, 

Uit de definitie van Riemannintegraal volgt (ga na): is BC IRÀ 
een gesloten blok, dan is In(Xg) = IB Xint(B)’ = vol(B). Er volgt: 
is f : B > IR constant, (Vx € B)f(x) = C‚ dan is Ig(f) = ec vol(B). 


Definitie. A C IR heet dun indien bij iedere € > 0 eindig veel 


gesloten blokken Bi ,Ba ;,...,B bestaan met 
k k 
AC U Bs en X vol(B;) Se. 
1=1 de 


Opmerking. In de maattheorie kent men het begrip "Jordanmaat''; 


een dunne verzameling is een verzameling met Jordanmaat nul. 


Voorbeelden. 

1. Een singleton is dun. | 

2. De vereniging van eindig veel dunne verzamelingen is dun. 
3. Een deelverzameling van een dunne verzameling is dun. 

tb, Een zijde van een gesloten blok B is duns fr(B) is dun. 

5. Praktijkgeval: f : [a;bl » IR* is continu differentieerbaar. 


_Im(f) is dun. 


Bewijs: *) volgens (4.3) is er M > 0 zó dat voor alle t‚u € [a,b] 


geldt lf(t)-fC(udll S M|t-ul. Zij e > 05 zij a = to Sti S tas ie. 
1(b-a) 

n 
(1 SisSn) waarin n > UM? (b-a)?/e. Voor elke i, 1 S iS<nis 


……. S tj = been verdeling van [a,b] met Ee Sad 


BEE iets ‚] bevat in een cirkelschijf met middelpunt f(t; _4) 
en straal M(b-a)/n, dus in een gesloten vierkant V; met vol(V;)= 
= UM? (b-a)? /n? 


*) Voorzie IR? van de Euclidische norm, 








12,12) 


(12.13) 
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Er geldt Im(f) C U Vs» en E vol(V;) = UM (b-a)?/n Se. 
1=1 1=1 
Toepassing: de rand van de cirkelschijf (x-a)?+ (y-b)° < R? 


(in IR?) is dun: gebruik f : [0,21] > IR? met f(t) = 

= (a+R cos t‚b + R sin t). 

Analogon van 5: Zij A C IR* open, [a,b] x [e‚dl C A en zij 

£ : A > IR? continu differentieerbaar. Dan is f(la,b] x [e‚d]) dun 
(analoog bewijs). Toepassing: het boloppervlak x2+ y?+ zi= R? 

(in IR°) is dun: gebruik f£ : [O,m] x £o,2mnl > IR* met f(t‚u) = 


= (R sin t cos u‚R sin t sin u, R cos t). 


[no 
. 


Let op: de cirkelschijf x?+ y? < 1, z = 0 is dun in IR? maar 


| 3 
Ld 


niet in IR°. 


Definitie. Zij A C IR begrensd, f : A > IR begrensd. f heet 
Riemannintegreerbaar over A indien er een gesloten blok B C IR 
is met A CB, terwijl de functie f*, gedefinieerd door 


[£) als x E A 
0 als x € B\A 


Riemannintegreerbaar is over B; we definiëren dan 
East) = In(f*). 


f(x) = 


Men gaat gemakkelijk na dat Riemannintegreerbaarheid van f over A 


en de waarde van I,(f) onafhankelijk Zijn van de keuze van het 
blok B (voor twee zulke blokken, B1 en Bz, geldt dat Ig, (£1) = 


= Ig,rgs (ff) = Ing, (f2) = Ip, (£2)). 


Stelling. Zij A G IR" begrensd. Dan geldt: 
IAA) = 0 * A is dun. 
Bewijs: 
> % ZIJ € > 0; zij B 9 A een gesloten blok, XA : B > IR als in 
(12.12). Er is een verdeling D= (B;|1 S iìS$<k} van B zó dat 
Ep(xÂ) Se (ga na), dus 
X*vol(B;) = spa) S € 


waarbij in X* gesommeerd wordt over alle ì waarvoor An B; Aj 


N 


Er volgt dat A dun is (ga na). 


= : zij € > 0; laten B, ‚Bi ;...,Bk gesloten blokken zijn met 
k k 
AC U B, ZX vol(B;) Se. Zij B een gesloten blok dat alle Bj 
1=1 1=1 | 
bevat; 





(12.14) 


CLA) 
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de B; induceren op B een hypervlakverdeling D waarvoor geldt 
Splxa) Se. Er volgt dat 0 S I(xÁ) S IXA) < es we concluderen 
dat In Cxa) = 0. 


Stelling. Zij B CG IRF een gesloten blok: zij AC B dun, en zij 
f : B > IR continu op B\A en begrensd op B. Dan is f Riemann=- 
integreerbaar op B. 
Bewijs: zij € > 0, en zij M = sup{ | £Gx) | |x E B}. Laten B, ‚Bj s.«« 
.…..;Bk gesloten blokken zijn met 2 vol(B;) S e/U(M+1) en 
ACV = 5 int(B;) (ga na dat zulke B; bestaan). V is open, dus 
B\ V on f is uniform continu op B\V, dus er is 8 > 0 zó 
dat voor alle x,y € B\V met |x-yl < 8 geldt EGO EY) | <S 
S e/2 vol(B). Zij D een hypervlakverdeling van B zó dat voor alle 
P E D geldt d(P) < ê (waarin d(P) = diameter van P), terwijl D 
bovendien een verfijning is van de door de B; geïnduceerde 
hypervlakverdeling van B. Er geldt nu 

Sp-Sp S EK vol(B;) + TSE vol(B) < detie = €. 
Pas nu (12.5) toe. 


Toepassingen. 


1. Zij B een gesloten blok. Een continue f : B > IR is Riemann- 
integreerbaar over B. 

2. Is A C En begrensd, is f : A > IR continu en begrensd en is 
fr(A) dun, dan is f Riemannintegreerbaar over A. Voorbeelden: 
A = gesloten blok, f = Xa3 A = inwendige van gesloten blok, 
f = Xn (vgl. (12.9); A = cirkelschijf in IR? of bol in IR?, 
f continu en begrensd op A (vgl. (12.11),5 en 6). 

3. M.b.v. de in het bewijs van (12.14) gebruikte methode bewijst 
men gemakkelijk (ga na): is A C IRT dun, dan is elke begrensde 
f : A > IR Riemannintegreerbaar over A, terwijl I„CÊ) = 0 
(vgl. (12.13)). 


Gevolg van 3: zijn f en g : B > IR begrensd, is f Riemann- 


|F 


— integreerbaar over B en verschillen f en g hoogstens op een 
dunne deelverzameling van B, dan is g Riemannintegreerbaar 
over B, terwijl In(f) = In(g). Vgl. (12.9). 


a: 





A nnn nd nn na nk ee ee 


RAERD NE 
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(12.16) Het uitrekenen van integralen geschiedt vaak door herleiding 


(12.17) 


op “enkelvoudige integralen!': 


Stelling. Zij B = Bi X B2 € IRP x IRÎ een gesloten blok in IRP*4, 
f : B > IR continu. Dan is 
In(f) = f (f flx,‚y)dx)dy 
B2 Bi | 
(waarbij J f(x;y)dx betekent Ig, (h) met h(x) = f(x,y), enz.). 
B, | 
Bewijs: voor alle y € Bz is Ee xe f(x,y) continu op Bi; 


dus 


gly) =S f(x‚y)dx 
B: | 
bestaat voor alle y € Bz. Als in (5.2) bewijst men dat g continu 


is (gebruik de uniforme continuiteit van f op de compacte B, en 
(12,8),e). Er volgt dat Ig, (2) bestaat. 


Zij D een hypervlakverdeling van B, en laten Dj = {Pil1 S isk} en 
Di = Es j Sm} de door D op resp. Bi en Bz geïndugeerde 
verdelingen zijn. Er geldt Kk 
J(E) =S Uff(x,y)ldaxddy = f (CE f Flx‚yldx)dy = 
B3 B, B4 at B 
m k 


X 2 JS (Sf flx,‚y)ldx)dy. 
J=1 i=1 Q3 P; 


Aangezien voor alle y € Q: geldt 


1J 1) 


: ‘ 
waarin m;s = inf{f(x,y)l (x,y) € Ps H Oats M = sup{f(x,;y)|(x,y) E 


a 3 ij 

E P. Xx Qs}, LS 
my 3 vol(P;)vol(Q;) ke et f(x,y)dx)dy S M3 3 
Er volgt dat | kn 
spf) SJF) S Elf) 


en uit het bestaan van Inf) concluderen we dat In(f) = Jf). 


vol(P;)vol(Q;). 


Tenslotte formuleren we, zonder bewijs, een vorm van de 


substitutiestelling: 


Stelling. Laten A en B begrensde open deelverzamelingen van IRÀ 


zijns zij ò een continu differentieerbare reguliere bijectie 
Ä B, | 


eme sene een Weme ares en nn ne len ses 


EE RON MEREN ONE GEEN SER ARENAS SAAS - 





| 
8 
Á 
Ä 
5 








dieten drenten oe rte ereen em ee nenten ved nn re Eee ere et enn Ml etn mn den rra pakje oneven ve re A ee 


GEA EE NE ENE EE MEE VOET BEE eN teh PM 
d 


(42,18) 
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Laten f : B > IR en (f © 0) : A > IRF begrensd zijn, en zij 
f Riemennintegreerbaar over B. Dan is f o "Jg! Riemanninte- 


greerbaar over A en é 
(+) Ilf) = InCf o ò:|Jg|). 





Een bewijs vindt men bijv. in 

W. Rudin, Principles of mathematical analysis, McGraw-Hill, 
1964, of | 

C. Goffman, Calculus of several variables, Harper & Row, 1965. 


Interpreteer zelf (*) voor het geval n = 1. 


Voorbeeld: n = 25 f(x,y) = xy. We berekenen Ig(f) waarin B het 

door de krommen y= Xx, vd Ds Ae y en Re 2y ingesloten deel 
van het eerste kwadrant is (maak tekening); in plaats van Ig(f) 
schrijven we ook | 


Sf(x,y)dxdy of ff f(x,y)dxdy. 
B B 


5 


We definiëren U : B > IR? door W(x,y) = (u;v) met 
2 2 
asB vet, 


y 
W is continu differentieerbaar en beeldt B af op A = {1,2} Xx [1,2], 


en int(B) op int(A). W is een bijectie, immers uit 


2 2 2 2 
dh it NLs A Xs > 0, yz > 0 (1 = 1,2) 


X1 X2 ° Vi Ya 
volgt dat Xx, = Xs Y1 = Y2… Er geldt 
Y 2Y 
9(usVv) _ Ht if X2 XI _ _3 
Bx,y) — psi At Ol 
V 


dus Y is regulier. Volgens de inverse functiestelling is & = py"! 


continu differentieerbaar en regulier, terwijl uit 


9 (u,v) ACX,yY)- _ 
x,y) ° 3lusv) n 
(interpreteer!) volgt dat 


A(CXxsy) ĳ_ 
JjCusv) Ee en +. 


Verder is xy = uv (interpreteer! ). Toepassen van de substitutie- 


stelling en gebruik maken van het feit dat fr(A) en fr(B) dun 
zijn leveren dat ) 5 

fxydxdy = $fuvdudv = Af udufvdv = ê. 

B À 1 1 . 
Opmerking. We hebben geen gebruik gemaakt van het feit dat x en 


Y op eenvoudige wijze in u en v zijn uit te drukken. 
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613. Verwaarloosbare verzamelingen. 


(13.1) Definitie. AC IRÀ heet verwaarloosbaar indien bij iedere € > 0 
een rij gesloten blokken (Bj) bestaat met 
AC U Bi en E vol(Bi) <e. 
Lei tej 


Opmerkingen. 
Ha Nele Lid 0. 


In de maattheorie kent men het begrip "Lebesguemaat!'; een 





1e 
2 
verwaarloosbare verzameling is een verzameling met Lebesguemaat 


TU. « 


Bovenstaande definitie gaat over in een daarmee equivalente 


|oo 
® 


indien men ‘gesloten! vervangt door “open!; ga na. 


| 


(13.2) Voorbeelden. 


Een dunne verzameling is verwaarloosbaar. 


EENDEN EN SIERT ONEENS OAT APTN BENE EEEN AET ENE EEE STM EERDER EN ROTOR ONNIE ORE EEDE DAELE AAE LEERT AEN dsten een en er A De ten ern en ee 


EEEN SNE NEN EEE EA en erde 


a 
2. De vereniging van aftelbaar veel verwaarloosbare verzamelingen 





ls verwaarloosbaar. 


Een deelverzameling van een verwaarloosbare verzameling is 


|oo 
LJ 


verwaarloosbaar. 


Intuïtief duidelijk is: een gesloten blok is niet verwaarloos- 


|F 


baar. Bewijs: stel B is een gesloten blok dat verwaarloosbaar 
18 Zij B >, Er is een aftelbare overdekking van B met open 


blokken Bi zó dat YX vol(Bj) < e. B is compact, dus er is een 
1=1 


eindige deeloverdekking (B; +B; 


ia ° "1 ">Bij van B. 


he nde nn at dn Standen 


Uit XB S B XBis volgt 
J=1 K k 
= < < . 
vol(B) Ig (XB) S za Bme) En gr Ee WS 
we concluderen dat vol(B) = 0, tegenspraak. 


[an 
. 


Gevolg van tk: een open blok is niet verwaarloosbaar; een niet 


eere etn ende mb rr eee. nt een ee ereen er emee eee 


lege open deelverzameling van RÌ is niet verwaarloosbaar. 


|oo 
e 


Niet iedere verwaarloosbare verzameling is dun: @ MN [0,11 is 
verwaarloosbaar (want aftelbaar, vgl. 2), maar niet dun, in IR: 
men gaat gemakkelijk na dat elke eindige collectie segmenten; 


waarvan de vereniging Q N [0,1] bevat, [0,1] overdekt. 





i 
B 
E 
Á 
4 
| 
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k 
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(13.4) 


(14.1) 
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Definitie. Zij P(x) een uitspraak over het element x van IR. 
We zeggen dat P(x) bijna overal (b.o.; Eng.: a.e. = almost 
everywhere; Fr.: p.p. = presque partout) geldt als de verzameling 


{x € IRP|aP(x)} verwaarloosbaar is. 
Voorbeeld: de karakteristieke functie van een blok is b.o. continu. 


In de volgende paragrafen zullen we de Lebesgueintegraal definiëren. 
Het blijkt rekenteechnisch gemakkelijk daarbij niet met open of 
gesloten blokken te werken, maar met cellen. Een cel in IRF is een 
verzameling van de vorm C = {x € IRA|(Vj)aj S xj S bj} waarin 
(Yi)lai S bi. De zijden en het volume vol(C) van C worden gedefini- 
eerd naar analogie van (12.1). 

Eindig veel hypervlakken die elk loodrecht staan op een van de 
coôrdinaatassen induceren een opsplitsing van een cel C in eindig 
veel disjuncte cellen CraCnvasrshie mek wolte) e 2 vol(Cà) (vel. 
(42,2). nn 

De doorsnede van twee cellen is een cel of de lege verzameling. 
Een cel is niet verwaarloosbaar (vgl. (13.2), Ht). Definitie (13.1) 
gaat over in een daarmee equivalente indien men "gesloten blokken! 


vervangt door "cellen'. 


514, Trapfuncties. 


Definitie. Een trapfunctie op IR? is een (eindige) lineaire 


combinatie van karakteristieke functies van cellen. 


(14.2) Stelling. 


a. Is t een trapfunctie, dan bestaan een cel C, een opsplitsing 


van C in eindig veel ER cellen C1 ,C25...sCk en k reële 
getallen aj zó dat t = 
| k i=1 
over C, en Io(t) = LZ asvol(Ci). 
el 
b. Zijn t en u trapfuncties, dan zijn ook max(t,u), min(t,u) en 


AX t is Riemannintegreerbaar 
1 


|t] trapfuncties; is a,B € IR, dan is obk at+8u een trapfunctie. 


ec. Laten t en u trapfuncties zijn. 
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Dan geldt: 

t(x) S u(x) b.o. * (Fx)tlx) S u(x); 

t(x) = u(x) b.o. > (Yx)t(x) = u(x). 
Bewijs: bewijs gelf a en b4 


8 5 213 vet = &ds ici (“disjuncte splitsing!" als in a). Uit 
1=1 | 
aj S 0 volgt dat (Vx € C;lulx) S t(x);5 uit aj # 6 volgt dat 


(Vx E Ci)tlx) f ulx). Gebruik nu het feit dat C; niet ver- 


waarloosbaar is. 


(14.3) Definitie. Laten f‚fk (k € IN) functies IR > IR zijn. fit f b.o. 


(14 .U) 


betekent: bijna overal is de wij (fr(lx)) monotoon stijgend met 


limiet f(x). Analoge betekenis van f 4 f b.o. 


Stelling. Laat (tx) een monotoon dalende rij niet-negatieve trap- 
funeties zijn. Dan geldt: 
tet À Hos lam Ltr) => Ós Ke 
ko | 
Bewijs: zij M = max ti(x), en zij C een cel waarbuiten t, nul 


| xXEIR N 
is. Voor alle x € IR? en alle je E IN geldt: 0 S ty(x) SM, en 


ty(x) = 0 als x & C. 
Zij {Cxi} een disjuncte opsplitsing van C voor tj, als bedoeld in 
(14.2), a, terwijl | | 


Aes 


(waarbij (Vx‚idagi > 0). Noem A, = U fr(Ci3)s An dk ES JR 
| k‚d 
[lim tj(x) > 0}; A, is verwaarloosbaar. 
k->oo | 
> : Z1j € > 0. A, is verwaarloosbaar, dus is ook 
A = A, U A, verwaarloosbaar; er is dus een rij open blokken (Bi) 


met AC U Bj en EY vol(Bj) <e. De verzameling V = C\ U B; is 
i=1 1=1 i=1 


compact; alle tk zijn continu in ieder punt van V, dus alle tu 


zijn continu op V (vgl. An.II, (5.15)), terwijl de rij (Ei) op 

V monotoon naar O convergeert. De stelling van Dini (zie An.II, 
(8.17)) leert dat (ty) op V uniform naar O convergeert; er is dus 
NE IN zó dat (Vx € V)tyla) Se. 


We beschouwen de (eindig veel) cellen Cyi- 


Been ENE WE OD EE A 


kee le er EE ME es dn Se a dr aeta: ae ee NE 








oe Nt oen emtaerne: 
r 
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De som van de volumina der in U B; PEAR Cyi is S elvgl. het 
1=1 
bewijs van (13.2), kb; merk op dat Eni C U B;, terwijl de Cni- 


1=1 
disjunet zijn);voor de overige Cyi geldt Cy; NV # Dd, dus anj SE- 


Er volgt dat voor alle k > N geldt 
S I(tj) S Ity) S Mete vol(C); 


we concluderen dat lim It) = 0. 
koo 
S : We gaan bewijzen dat A3 verwaarloosbaar is. n 
Zij e > 05 noem F, = {x € Az | lim tx) >}, dan is A2 = U Fm. 
koo m=i 
1 


Er is een k € IN met I(t,) S e/m. De cellen Ci met Ai en 
vormen een overdekking van Fm; is de som van hun volumina Öjs 
dan geldt 8,/m S I(t,) S e/m, dus 8, Se. We concluderen dat Fm 


dun is; er volgt dat A3 verwaarloosbaar is (ga na). 


815. De verzameling eu 


| 


Stelling. Laat (tx) een monotoon stijgende rij trapfüncties zijn 


met lim I(t,‚) S te, Dan is 
Kk 
lim tlx) < to b‚o. 
koo | 
Bewijs: definieer de monotoon stijgende rij trapfuncties (sk) door 


Sk = tkrti 5 er geldt lim I(sj,) = lim I(tk)-I(t, ) = D waarin 
koo koo 


0 SD < +o, 

Is D = 0, dan geldt voor alle k: I(sk) = O0, dus sx = 0 ofwel 

tk = ti, 5 klaar. 

Stel nu D > 0. We gaan bewijzen dat A = {x € adi een s{x) = to} = 
00 


{x € IR flim Ex) = to} verwaarloosbaar is. 
koo 


Zij e > 0; definieer A = {x € IR"ls‚(x) > D/e} (k € IN), Ao = Ó. 
Elke Aj, is de vereniging van eindig veel disjuncte cellen, ter- 
wijl voor alle k € IN geldt: Ary GC Ars en Ar\Ap-g is de disjuncte 
vereniging van eindig veel cellen C‚js Verder is er bij elke x € A 
een k € IN met s(x) = D/e, dus A C A 5 Ö (Aj \ Ar EDE Alle 

Cj vormen dus een aftelbare overdekking van Bs en voor alle 


NE IN geldt: vol(An) = 2 ZvollCi;)-. Uit Dyo1 (AN) < I(sn) S D 
| | k=1 1 


ri 


volgt 
N 
EX ZvollCki) Se; 
k=1 1 
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we concluderen dat £ 2 vol(Ci;) S Bn 
kel ä 


AREA er EME An ED EMA ORDE LE CNE ARE ETD ee Ate 


(15.2) Definitie. C* is de verzameling van alle b.o. gedefinieerde reële 
functies f op IRF waarvoor een monotoon stijgende rij trapfuncties 
(tx) bestaat met lim I(ty) S te en tj Î f b.o. 
k->ovo 





Opmerkingen. 
1. Is f € C* en voldoet g : IR? > IR aan g(x) = f(x) b.o., dan is 


gE, 

2. Voor de in (15.1) genoemde rij trapfuncties (tw) geldt 
lim ty E GE, 
koo 


En nde ed SAAN EE EMINENTE DTE AD ve ant NE EN EM 


3. Voor elke f E C* bestaat een ME IR zó dat f(x) > M b.o. 


(15.3) Stelling. Zij f € C*; laten (sj) en (tx) monotoon stijgende rijen 


trapfuncties zijn met lim Ils) = L$ to, lim I(tj,) = MS +e, 
kv koo 


sk Î f boss te Î f bio, Dan is L= M. 
Bewijs: kies m vast; noem vx = tmrSk:- (vx) is een monotoon dalende 
rij trapfuncties, en lim vzlx) $ 0 b.o. Er volgt dat max (vs0) Y 0 


=O 
b.o.5 volgens (14.4) Es lim I(max(v‚,,0)) = 0. 
koo 


Voor alle k € IN is I(v‚) S I(max(v‚,0)), dus 


EL tid L = lim I(vj) S 0. 
koo 


Er volgt dat M $ L; op analoge wijze bewijst men dat L SM. We 


concluderen dat L = M. 
(15.4) (15.3) rechtvaardigt de volgende definitie: 


Detindtie, Zij f SC, (ti) ale-in (46,4), Dan de 
Kk->vo 


Opmerking. Elke trapfunctie t behoort tot C*; de door (14.2) en 
bovenstaande definfíftfie bepaalde getallen I(t) zijn gelijk. 


(15.5) Stelling. Zij f‚g € C*,‚ a € IR, a > 0. Dan behoren f+g, af, 
max(f,g) en min(f,g) tot C*, terwijl I(f+g) = I(E)+I(g), I(laf) = 
al(f). 





| 
dl 
|: 
ii 
| 
À 
pl 
je 


penn Ener ee eee et Ke 








(15,6) 


(15.7) 
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Bewijs: laten (sj), (tj) rijen trapfuncties zijn met 
St f b0,s tx lg bees Kor) SHE), Tb) * LEN 

Dan geldt sk+tz Î Fte beôes GB Ê DE DeDus Ujg-S max(systy) Î 
Î max(f,‚g) b.o. en v‚ = min(sgstj) Îf min(f,g) b.o. (ga na); 
Eepwajl Lisprbrs * ECEISTCEl, IGS * GIC), 
Er geldt vj, S Sj» dus lim Ivy) $ te; er volgt dat min(f,‚g) € B 
Verder is 

| Uk = max(sksty) = = skttgrminlsysty) & Setje Vis 
dus lim I(uy) S I(É)+I(g)-I(vi) < te; er volgt dat max(f‚g) € C+. 


Opmerking. Is t een trapfunctie en is f € C*, dan geldt f-t € C*; 


ga na. 


Stelling. Zij f,g e C*. Dan geldt: 

Is f(x) S g(x) b.o., dan is I(f) < I(g); 

is f(x) El) beus dan as IEF) = Tied. 

Bewijs: de eerste bewering volgt uit het bewijs van (15.3); de 


tweede bewering is een rechtstreeks gevolg van (15.2). 


Stelling (betreffende limieten van monotoon stijgende rijen in C°). 
Zij (fy) een rij functies in C* waarvoor AR: f,(x) & fylx) & 
b.o. en lim If) < te. Dan geldt lim f, € C's en 


koo koo 
I(lim B he Km LE. 
Koo koo 


Bewijs: voor iedere k is er een rij trapfuncties (ES ) met 


En ft fi, bo. (1 >o) en Ek Its) sdk Noem Er = max(tjstis«: 
Se (tj) is een monotoon stijgende rij trapfuncties. Er geldt 
tx) S max(f, (x),fz (x),..sfj xd) = fx) beo., dus voor alle k is 


It) S lim in dn +oo , 


koo 


Volgens (15.1) geldt dus lim ty‚(x) $ te b.o.; noem g = lim ti (dus 
koo k->oo 


ge C°). Volgens (15.4) is Elej = Lim EE 
Voor alle 1 $k geldt Se 
CG) tjlx) S tylx) S fylx) boo. 
dus voor alle i geldt 
f(x) = lim eos lim tx) = glx) b.o. 
koo | 


koo 
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Er volgt dat lim f;(x) $ +e b.o. Uit (*) volgt nu dat g(x) $ 


S lim f(x) pios; we concluderen dat lim f(x) = g(x) b.o., dus 
° k->oo 


Tenslotte volgt uit It) SIA) Ss I(g) dat (neem Kk * oo} 
lim If) = I(g) = I(lim fi). 
koo koo 


816. Sommeerbare (Lebesgueintegreerbare) functies. 


(16.1) Vooraf een hulpstelling: geldt f1 sf2 ;81 +82 ect en fi (x)-gi lx) = 
= f2lx)-galx) b.o., dan is I(fi)-ICgi) = ICf2)-1(gz2). 
Immers: fi+ga € C*, fa+gi E CT en Filxdegrlx) == Fr (FE (K) Dee 3 
dus I(£1)+I(ga) = I(fi tga) = I(fa2+gi) = I(f2)+I(gi). 


Deze hulpstelling rechtvaardigt de volgende definities: 


(16.2) Definities. L is de verzameling van alle b.o. gedefinieerde reêle 
functies f op IR waarvoor g;h € C* bestaan m t f = g-h. We def i- 
niëren de Lebesgueintegraal van f als I(g)-I(h); we geven deze 


aan met I(£). We noemen de elementen van L sómmeerbare (of ook: 


Lebesgueintegreerbare) functies. 


Opmerkingen. 
1. Men geeft L ook aan met LEAR) of L, (IRÀ). 


La 


Is f € L en voldoet g : IR] > IR aan g(x) = f(x) b.o., dan is 
gE L, terwijl If) = I(g). 

En geldt CT C L (schrijf f = f-0), ven voor alle £ € C* is het. 
door (15.4) gedefinieerde getal I(f) de Lebesgueintegraal van f. 


|oo 
® 


Zij f € C*, en zij (ty) een rij trapfuncties met tu Î f b.o. 
Is B een cel in IR, dan is ((tyrti)-Xg) een rij trapfuncties 
met (ty-ti):Xg fl (f-ti)'Xg Deo.5 verder is (Vi) CEkrti dx) > 0, 
dus (V‚)ICtgrti) Xa) S Eesti 5 I(£)-I(t, ). We concluderen 
dat f-Xarti "Xp € C*‚ dus f-xg € BE | 
Er volgt: is f EL, f = p-q met p‚q € C*, en is B een cel in 





“e Malmsteen rme en 


IRA, dan is f-Xg = P'Xg4'Xg € Le 

Bewijs nu zelf: 

Is f € L en is B een (open of gesloten) blok in IRP, dan is 
fx € L. | 





zrerbse en te en en Se eten Eel omeen nnee hen ene bege ven eh ne en rl RENDEN DENN NEN ENE MI EEE OREL PRL CAE AANEEN EAN png hdd oe 


hi et kann ee niek ak ld 








EE NEN ERN EDEN ORE MN PENS 








EEE NEEN BOON MN EE OO AET 
ê 


ANIII,73 - 


(16.3) Stelling. Zij f,g € L, a,B € IR. Dan behoren af+Bg, FEN, max(f,g) 


(16.4) 


(16.5) 


(16.6) 


en min(f,‚g) tot L, terwijl I(af+8g) = aI(f)+BI(g). 
Bewijs: zij f = p-d, g = P=s met p,qsr,5 € C*, Toepassing van 


(15.5) leert dat f+g = (p+tr)-(gqts) E L en af = ap-aq € L voor 


alle a => 0, terwijl I(f+g) = I(f)+I(g), I(af) = aI(f) voor alle 
a > 0. Verder is -f = q-p E L, I(-f) = I(q)-I(p) = -I(É), waar- 
mee de beweringen over af+Bg volgen. 

De andere beweringen volgen met (15.5) uit |E] = max(p‚q) -— 


- min(p;q), max(f,g) = J(f+g+tlf-gl), min(f,g) = H(f+g-lf-gl). 


Stelling. Is f‚g € L en geldt f(x) $ g(x) b.o., dan is I(f) $ I(g); 
verder is |I(£)| S IC|É|). 

Bewijs: zij f = p-q, 8 = r=s met p‚q‚r;s € C+. Dan is plx)ts(x) & 
SS q(x)tr(x) b.o.; pas nu (15.6) toe. 

Verder geldt =[f(x)} S flx) & [ÉCx)| broes dus IJE) & ICE) S 

< IEI). | 


stelling. Zij FS L, fx) 0 bo. 

Dan zijn er bij iedere Ee > 0 gh € C* met g(x) > 0 b.o., h(x) > 
> 0 b.o., f = geh en I(h) Se. 

Bewijs: zij f = go-ho met go,hoE C*. Er is een trapfunctie t met 
t(x) S ho(x) b.o. en I(t) > I(ho)-e. Neem nu g = go=t,; h = ho=t 
(vgl. (15,53). 


Stelling (van Beppo Levi, betreffende limieten van monotone rijen 
in L). 
Zij (fx) een rij functies in L waarvoor de rij (Ey (x)) Deo.’ mono- 


toon stijgend of b.o. monotoon dalend is, terwijl lim I(f,) be- 
k->oo 
staat als reêel getal. Dan geldt lim f‚ € L, en 
k->oo 


koo koo 
Bewijs: veronderstel dat (f‚(x)) b.o. monotoon stijgend is. Volgens 
(16.5) zijn er dan bij iedere k € IN Ek+1° Pkaj ES C+ met Ek+ (x) > 0 
Baes hi44 (20) =O Des Pred Ee SB Prag en Ilhi44) S A re 
verder f,= gi,=h, met gish, E Be 
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k k 
Noem ak = gi Dj = 2 h;; er geldt as Dr I= on Ei = abs 
i=1 | el 
terwijl de rijen (a,(x)) en (bjy‚(x)) b.o. monotoon stijgend zijn. 


Verder is voor alle k € IN: I(bi) < I(h;) + 2 gel ze I(hi)+1 


1=2 
en I(aj) = ICbj)+I(f,) S I(h, )+1+lim I(É,), dus lim Ib) S +00 
en lim I(ay) S te, Volgens (15.7) is dus lim ap € ee Jam bj, € 
koo koo koo 
GE Gt, due Lim fie = Lira = limb e Lb, en [lim fi) = 
koo koo koo koo 
= IÉlim aj) —- I(lim bj) = lim [Ela d-ICDj)] = lim I(f‚). 
k vo k>vo koo koo 


Is (fy‚(x)) b.o. monotoon dalend, dan passen we het bovenstaande 


‚toe op de wij Lfde 


Gevolg (termsgewijze integratie van een reeks). 
Zij Xf een reeks functies in L die b.o. > 0 zijns zij ZIE) 
convergent. Dan is ” ee 


fr SS heer Il Bfr A If) 
k=1 8 k=1 5 k=1 ke | 
(pas de stelling van Beppo Levi toe op de rij der partiële sommen). 


Vgl. An.II, (11.7). 


(16.7) Stelling. Zij f € L‚, If) = 0 en f(x) > 0 b.o. Dan is f(x) = 0 b.0. 
Bewijs: definieer f, = kf (k € IN); aangezien (Vi.JI(fy) = KICÉ) = 


= 0 is (16.6) toepasbaar. Er volgt dat g = lim f‚ E L; we conclu- 
| ES 


deren dat f(x) = lim E frixd = Oegkrd = 0 bed. 
koo 


517. De limietstellingen (van Fatou en Lebesgue). 


(17.1) Stelling. Zij f € L; zij (fj) een rij functies in L met 
| (Vdfjlx) = Fx) beo. | 
Dan geldt inf fe S Le 
k 


Bewijs: definieer hk = min(fi,fas-..sfi) (k € IN). Voor alle 

k is h € Len h(x) > f(x) b.o., dus Ih) > I(f); verder is 

(hj(x)) b.o. monotoon dalend. Toepassing van (16.6) leert dat 
k 


inf Ex = lim hu aen 
k koo 





En 
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(17.2) Stelling (lemma van Fatou). 


(17.3) 


Sr ALMENE The 


Zij h € L, en zij (fy) een rij functies in L waarvoor geldt: 
(Widfy lx) = h(x) b.o.5 
b. sup If) $ to; 

k 


| 


Cc. er 15 Gen functie f : IRÌ > IR met lim Et Cx) = Fix) Dee 
Dan geldt f € L en I(£) S$ liminf ICF pe 


Bewijs: volgens (17.1) geldt voor a k € IN: g, = inf f; € L. 
ik 
De rij (g(x)) is b.o. monotoon stijgend; voor alle k en alle 


Ì > k is gula) < f;lx) b.o., dus Ig) S inf IKE) & sup ICE. 
12k k 
Toepassing van (16.6) en gebruikmaking van 


f(x) = lim f(x) = liminf Ê (x) = lim glx) b.o. 
koo koo koo 


levert dat f E L, terwijl I(f) = lim ESBit 5 lam 1nE ICEa) & 
k->oo ko i2k 


Stelling (van Lebesgue, betreffende 'gemajoreerde convergentie"). 
Zij (fx) een rij functies in L waarvoor se 

ae er 18 fo S hb 26 dat (Yyrllfrlxil <= LFolxk bees 

b. er is een functie f : IR > IR met lim frlx) = f(x) b.o. 


k->oo 


Dan geldt f € Len I(f) = lim I(f,). 
k->oo 


Bewijs: voor alle k € IN geldt 
-folx) S fylx) S folx) b.o. 
dus ook sup I(f) S$ I(fo), sup I(-fi) € I(fo); verder is 
k k | 
lim f(x) = f(x) b.o. Toepassing van (17.2) op de rijen (fx) en 


koo 
(-f‚) levert dat f € L, terwijl 


ICE) & Laminf LE): 
-I(E) = I(-f) S liminf I(-fy) = -limsup If). 
Er volgt dat 

limsup I(fy) S If) S liminf I(fj) 


dus lim EKE) z ICf). 
ko 


(17.4) Zij Xf, een reeks functies in L, en zij EI] fj |) convergent. 











RE ANNONSERINGER EED AREN AAD EEN KE A SOMEONE NO LT EAT GRO EN EE A 


BETE EA RE A EN EAR ROE DAN SEE NA NEN GOM SE MEE EN AE RN EE ne Ae EW, 


EPN LPE DODE TRANEN CNE ENDERS RO VERAART EE CARTE 
El 


(17,8) 
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Dan geldt n e 
X fj E L, en I( 2 fi) = & INBieds 
k=1 k=1 k=1 


Bewijs dit zelf, door de stelling van Lebesgue toe te passen op 


de rij der partiële sommen van Ef, (gebruik (16.6). 


Stelling. Zij (tj) een rij trapfuncties;s zij f een b.o. gedefini- 
eerde reêle functie op IRÌ met lim tplx) = f(x) b.o., en zij 

fo E L zó dat |f(x)|l S fo (x) Do. 

Dan geldt f € L. 

Bewijs: definieer fr 5 max(-fo smin(tjy,fo)); volgens (16.3) geldt 
fj, € L. Verder is (Vi) |E Cx) | S folx) b.o., terwijl en fylx) = 


= f(x) b.o. (Fijnproevers puzzelen dit zelf uit). 


Pas nu de stelling van Lebesgue toe. 


Opmerking. Men noemt een b.o. gedefinieerde reële functie op IRÀ 
die b.o. limiet van een rij trapfuncties is wel een meetbare 
functie. Blijkbaar is elke f € L meetbaar. Uit het bovenstaande 
volgt dat voor meetbare f geldt: f € L & IES Ls 





(18.1) 


Klad) 
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818. Verband tussen Riemann- en Lebesgueintegraal. 


Volgens (16.2) en (15.4) zijn de Riemann- en de Lebesgueintegraal 
van een trapfunctie gelijk; in het onderstaande bewijzen we dat 
dit voor elke Riemannintegreerbare functie het Evan iS. 


vrai elk gesloten blok B = jk [ai;bil geven we met B aan de cel 
1=1 
Ii [a;,‚b;). 
nd 
Zij B C IR een gesloten blok, f : B > IR begrensd; noem 
M = Sup JECxkle Zij D= (B; [1 S 1 Sk} een verdeling van B; we 


xXEB 
definiëren de trapfuncties tp en tp door 
k k 
tb == XE [sup PE ‚ Tp == EZ [inf Ex) Xy, ì 
tad xEB; Le xEB Bj 


Er geldt Sp = «Renk, Sn = IT); If) = inE(ICtD) |D is een ver- 
deling van B} en I(f) = sup{I(tp)[D is een verdeling van B} (vel. 
(12.4)). 


Zij nu (Dj) een rij verdelingen van B waarin elke D4+4j een ver- 


Zn 


fijning (vgl. (12.2)) van Dk is; (ED) is dan een monotoon dalende 
en (Tp) een monotoon stijgende rij trapfuncties. Aangezien voor 
alle k € IN en voor alle x € B geldt 

-M S$ TD) S tp (x) SM 
bestaan voor alle x 


lim tp‚(x) = t(x) en lim TD (xd = T(x); 
koo Koo 


verder geldt voor alle k € IN: I(Tpj) SM vol(B) en Il-tpi) S 
S M vol(B), dus tT € C* en -t € C+. Bovendien geldt | 


It) = lim Iltp‚) S If) <T(E) < lim I(tpj) = It). 
_ ko koo | 
Tenslotte definiëren we f* : IRA > IR door f*(x) = f(x) als x € B, 


f*(x) = 0 als x & B. Dan geldt 
TÚx) SS f*(x) S t(x) b.o., 
immers voor alle x & fr(B) is (Vk) tp (x) S £*(x) S tp (x). 


(18,3) Stelling. Zij f als in (18.23. Dan zijn de volgende uitspraken 


equivalent: 


a. f is Riemannintegreerbaar over B; 





(18.4) 


(18.5) 


(18.6) 
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LB 
Ce. er is een rij (Die) met T(x) = tx) = f(x) beo: 
(notaties als in (18.2)). 
Geldt a, b of c, dan is In(f) = IT) =z It). 
Bewijs: 
a > b: uit (12.5) volgt dat er bij iedere e > 0 een verdeling D 


b. er is een rij (Dk) met I(T) 


van B bestaat zó dat 
Ct) = € < InCf) &ICTnd te. 
Zij, voor iedere k € IN, Ex een verdeling van B zó dat 
1 | 4 | 
en zij D, de hypervlakverdeling van B die ontstaat door B, te ver- 


delen m.b.v. alle hypervlakken die van minstens één P € UE: een 

zijde bevatten; Dk+1 is een verfijning van Ds en ik 
ICtpj) = & S IBE) S Iri) + 

Limietovergang k * @ levert I(t) S In(f) $ I(t), dus (wegens 

ECTS SCE ECE) = Talk) = TCE, 

ba: uit I(T) SI(f) ST(f) S I(t) en ICT) = I(t) volgt 

ECE) = ICE). 

b >e: uit IT) = It) volgt I(t-T) = 05 verder is (Vx)t(x)-T(x) » 0. 

Volgens (16.7) geldt t(x)-tT(x) = 0 b.o.5 met (18.2) volgt nu 

TÚx) = f*lx) = t(x) b.o. | 


e= bi uit Tx) = Ela} heo volgt ICT) = Tt). 


Stelling. Zij f als in (18.2). Is f Riemannintegreerbaar over B, 
dan geldt 
AS Oren Ee MES. 
Bewijs: volgens (18.3) geldt 
Ê*(x) = TÚXx) b.o. en -f*(x) = -t(x) b.o., 
terwijl TE C*, -t € Ct, Verder is I(f*) = It) = In(f). 


We leiden nu een nodige en voldoende voorwaarde af voor de Rie- 
mannintegreerbaarheid over een gesloten blok B van een begrensde 
EAB IR Kwek WUD lgdie | 


Zij f als in (18.2). "f is b.o. continu op B' betekent: er is een 
verwaarloosbare A C B zó dat f continu is (t.o.v. de ‘door IRÌ op 
B geïnduceerde metriek) in alle x € B\A. 


ANIIT,79 


Merk op dat geldt: f is b.o. continu op B f* is b.o. continu. 
Maak onderscheid tussen "f is continu in alle x € B\A'" en 
"EICB\A) is continu". Neem bijvoorbeeld B = [o,11, A = @Q0NB, 

f = Xa | Bs f is in geen enkele x € B\A continu, maar f|(B\A) is 
cantanu 

Maak ook onderscheid tussen '"f is b.o. continu" en “ er is een 
continue g met f(x) = g(x) b.o." Neem bijvoorbeeld f{ : IR > IR 
met fy(x) = 0 als x <0, f(x) = 1 als x > 0, en f, = Xs f‚ vol- 
doet aan de eerste uitspraak maar niet aan de tweede, f, voldoet 


aan de tweede uitspraak maar niet aan de eerste. 


(18.7) Stelling. Zij f als in (18.2). Dan geldt: 
f is Riemannintegreerbaar over B ® f is b.o. continu op B. 
Bewijs: 
>: volgens (18.3) is er een rij (DK) en een verwaarloosbare 
verzameling C CB zó dat (Wx E B\C)T(x) = t(x) = f(x) (notaties 


als in (18.2)). Noem A =CU U U fr(P); A is verwaarloosbaar. 
k=1 PEDk 
Zij a € B\A; zij € >0. Er zijn mp € IN zó dat 


tp,ta) S f(a)te en TD (a) > fla)-e. 
Aangezien a inwendig punt is van een blok uit Dm en van een blok 
WEL Dp is er een omgeving U van a zó dat voor alle x € U geldt 
flad-e < TD (a) S f(x) S tp,_(a) < fla)te 
dus | 
[FG)-f(a)l Se. 
Er volgt dat f continu is in alle a € B\A. 

S: zij A! C B verwaarloosbaar zó dat f continu is in alle x € B\A', 
Zij Dk de verdeling van B in (29)P = geen 
A = A! U fr(B). 

Zij a € B\A; zij e > 0. Er is een omgeving U van a zó dat voor 

alle x € UMB geldt | 
fla)l-e < f(x) < fla)te. 

We kunnen k zó groot kiezen dat er een blok P € Dk is met 

aePc Ue Bf geldt 


f(a) S tp‚(a) = sup f(x) < sup f(x) < f(la)te 
xe xXEUMB 
dus [tp‚(a)-f(a)| Se. 


congruente blokken; noem 
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Er volgt dat |t(a)-f(a)l = lim|tp,(ad-fla)| S Ees we concluderen 
Kk>oo 


dat t(a) = f(a). Op analoge wijze bewijst men dat T(a) = f(a). 
Pas nu (18.3) toe. 


Opmerking. Vergelijk (18.7) met (12.14). 


(18.8) Voorbeelden. 
1. Een begrensde f : B > IR met hoogstens aftelbaar veel disecon- 
tinuiteitspunten is Riemannintegreerbaar over B. 
2. Een monotone functie f : [a,‚bl > IR heeft hoogstens aftelbaar 
veel discontinuïteitspunten. 
Bewijs: volgens An.I, (10.6) bestaan voor elke p E (a,b): 


L(p) = lim f(x) en R(p) = lim f(x); definieer s(p) = R(p)-L(p) 
3 xÎp XYP 
(de "sprong" van f in ps men noemt de discontinuïteitspunten 


van f wel “sprongdiscontinuiten")., Noem A = {x € (asb)lls(x)| > 


>) (k € IN), A = UAj,5 voor alle p € (a,b) geldt: f is 
k=1 
discontinu in p *s(p) £ 0 *peEA. Voor elke k € IN geldt: 


bevat A minstens N elementen, dan is Ee << 2 Ist) Ss 
EA 


Sk 
S |f(b)-f(a)l, dus N <k|f(b)-fla)l;s er volgt dat Ak eindig 
veel elementen heeft. We concluderen dat A, dus ook A U {a,b}, 
aftelbaar is. 


Vergelijk nu met voorbeeld 1 en (10.7), 3. 


|oo 
Kd 


Uit (18.7) volgt: zijn f en g : B > IR Riemannintegreerbaar 
over B, dan zijn ook f-g en IE Riemannintegreerbaar over B; 
is a,B E IR, dan is ook af+8g Riemannintegreerbaar over B; 
is (Vx € B)glx) # 0 en is f/g begrensd op B, dan is ook f/g 
Riemannintegreerbaar over B; is (YVx € B)f(x) > 0, dan is ook 


VF Riemannintegreerbaar over B. 


(18.9) Op grond van (18.4) kunnen we de theorie van de Lebesgueintegraal 
toepassen op Riemannintegralen IA(f), met A en f als in (12.12). 
We geven enkele voorbeelden: 
1. De reeks ExP(1-x) is niet uniform convergent op [0,1] (ga na); 
we kunnen dus niet uit An.II, (11.7) concluderen dat termsge- 


wijze integratie over [0,1] geoorloofd is. 











IND 
. 


|oo 
a 


(18.10) 


Glee) 
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Echter is 


1 
n+1)(n+2 


Eads = 
haaks EEVERED convergent is; verder is (YVx EE [0,1]) 
x(1-x) > 0. Termsgewijze integratie is dus geoorloofd op grond 
van de stelling van Beppo Levi (neem in het "gevolg! van (16.6): 
f(x) = x(1-x) als x € [Olle Frlx) == Wals xl: 

Het kan voorkomen dat aan de voorwaarden van (17.2) voldaan 1S; 
terwijl I(É) < liminf I(f): neem | 


ks als 0 S x <5 
E _k? Te 
f(x) = |2k-k°x als K X E si 
0 als x S 0 RT 
Dan is (Vk)I(f,) = 1, dus liminf I(f,) = 15 verder is (Vx)lim fy(x)= 
koo 
= f(x) met (Vx)ìf(x) = 0, dus I(É) = 0. | 
We berekenen 
a xK1o X 
Des wr 
Definieer fy(x) = Ee en ; er geldt lim f‚(x) = 
sn [ 2»e] koo 
= (log Xx) Xaver Verder is (Vx)|fj(x)| < [log x| - AR 


De stelling van Lebesgue leert ons (ga ná) dat 


x<lo X 
xi+1 


Ss (D 


Ee 3 
lim dx = lim If) = IC, jes) = flog x dx = 1. 
koe 3 koo ld 1 

Notaties als in (18.2). Uit de Lebesgueintegreerbaarheid van £f* 
volgt niet de Riemannintegreerbaarheid van f over B: neem 

Bs LUstl, £* Xn: Er geldt f(x} = 0 boer dus £* SL. 


maar f is niet Riemannintegreerbaar over B (ga nas vgl. (18.7)). 


819. Verband tussen Lebesgueintegraal en oneigenlijke Riemann=- 
integraal. | 


Stelling. Zij Bi C B, C B3 C ... een rij open of gesloten blok- 


ken of cellen met U Bx = RE; Z1j Xi de karakteristieke functie 
| k=1 | 
van Bj, en zij f een functie R* > RE. Laat gelden 


b. sup I(|f|-Xj) S +o. 
k 
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Dan gelde FS Len ME) = Tim DCE): 
oo 


k 
Bewijs: noem fj, = f.X5 er geldt CHI) IE, | E L (vgl. (16.3)), 
terwijl (Vx)lim LE Cx) | = [f(x)|. Volgens de stelling van 
k->oo 





Beppo Levi (of ook: het lemma van Fatou) geldt dus |f| € L. 
Verder geldt (Vx)lim fy(x) = f(x) en (WVk‚x)lfKOO) | S |F£(x) |; 
toepassing van de stelling van Lebesgue levert het gestelde. 





(19.2) Stelling. Zij Bi 2 B2 2 B3 2 ... een rij open of gesloten blokken 


REA ETOS NAE EEE AE ARETAS AEO ANG LEERLINGE MESEN EEEN ve EPE 


of cellen met MN B = {a}5 zij X de karakteristieke functie van 
k=1 
B» en zij f een functie IRÌ > IR. Laat gelden 


a. (WI)(1-X D.F E L3 
b. sup I((1-Xj):|E|) S +to. 
k 
Dan geldt f S Len ICF) = lim T(l-Nyief). 


k->oo 


Bewijs: geef dit zelf, naar analogie van het bewijs van (19.1). 
(19,3) Zij f een functie [a,e) > IR. We zeggen dat ff(x)dx convergent 
is (of ook: dat f oneigenlijk Riemannintegreërbaar is over [a,e)) 


als fl[a,bl voor elke b>a Riemannintegreerbaar is over [a,b], 





terwijl Ee 

lim ff(x)dx (aangegeven met ff(x)dx) 

pe a oo a 
bestaät als reêel getal. ff(x)dx heet absoluut convergent als 
oo a 
Slf(x)|dx eonvergent is. Analoge behandeling van ff(x)dx als 
a a 


SE AE ECE EE EEE VEE NN E MEE N Ane A Nn at Mn A oe a Ne td vr AN MNTNE re E nn A ENEN ES OEE RNR NET EEE tt EE eeen, 


fl[a,cl voor elke c € (a,b) Riemannintegreerbaar is over lascl. 
Vels An.lLls (Bali), 
Uit (19.1) en (19.2) wolgt een verband tussen de Lebesgueintegraal 


en de oneigenlijke Riemannintegraal: 


(19.4) Stelling. Es 
a. Zij f een functie [a;e) > IR, en zij ff(x)dx absoluut conver- 
a | 
gent. Definieer £* £ IR — IR doop f(x) = 0 als x <a, f*(x3 = 
= f(x) als Xx >a. n | 
Dan geldt f* € L, en I(f*) = ff(x)dx. 
a 
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b 
b. Zij f een functie [a,b) > IR, en zij Sf(x)dx absoluut conver- 


a 
gent. Definieer ff : IR > IR door f*(x) = 0 als «Saef xe>b, 
f*(x) = f(x) als x € [a,b). 


Dan geldt f* E L, en I(É*) = Sf(x)dx. 
a 
Bewijs: 
a. Zij Bk = la-k‚atk] (k € IN); volgens (18.4) geldt 


(VK)F*-X, E L, terwijl sup I(|f*|-X,) = lim f[fCx)|ax = 
k ko a 


= flf(x)|dx < te. Pas nu (19.1) toe. 
a | | 
b. Analoog, m.b.v. (19.2). 


(19.5) Stelling. Zij FEL, 
a. Laten (B) en X zijn als in (19.1). Dan is If) = lim I(f-Xj). 
k->vo 
lim NX) f). 
Koo 
Bewijs: volgens (16.2), opm. hk geldt voor alle k: Eek S hen 


(1-Xid:f = f-Xyef E L. Pas nu (19,1) en (19.2) toe. 


Db. Laten (Bj) en X zijn als in (19.2). Dan is I(f) 


TE kx 
(19.6) Voorbeeld. Zij I, = f dx (oneigenlijke Riemannintegraal); 
Û X | 


we berekenen lim It 
koo 


Definieer f en gk : IR > IR door 


f(x) = Ln als x € (O,1l, f(x) = 0 als x € (0,1] 
X 
Ek (Xx) = ekx als x € Oa lls SL (x) = 0 als x Ell 


I, is absoluut convergent, dus I, = Ilfg). Er geldt voor alle k: 


Wa lfGdeKGOl S f(x), terwijl f Lebesgueintegreerbaar is (aange- 


zien f AX apsoluut convergent is); verder is (Vx)lim f(x) g(x) = 0. 
| Das 


0 /x 

Volgens de stelling van Lebesgue is nu 
lam Tj Ss Lim Ilf) = Ú, 
k vo k>vo 


(19.7) Opmerkingen. 
1. Vit het bovenstaande blijkt dat de theorie van de Lebesgue=- 


integraal een uitbreiding is van de theorie van de Riemann- 





integraal Én van de theorie van de absoluut convergente on- 
eigenlijke Riemannintegraal; de theorie van de (niet nood- 
zakelijk absoluut convergente) oneigenlijke Riemannintegraal 


is hierin echter niet begrepen. 


7 


IND 


(20.1) 


E20 2 
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sin X 


En als x > 0, f(x) = 0 


Als voorbeeld beschouwen we f(x) = 
als x S$ 0, 

Sin X 

es de 

0 X N 
is convergent, maar f is niet Lebesgueintegreerbaar: uit f € L 


zou volgen £“ > marlf.0l EL (en ook fT = min(f,0) © LJ, dus 


(vgl. (19.5)) N (2k+ijr 
(ES) = tim 2 f ee as, 
No k=0 2kT 5 
Echter is 


Ee En 5 4 ae > 
XX 2 sin X dX = rr. 
terwijl LT divergent is; tegenspraak. 


In (19.6) is een resultaat over oneigenlijke Riemannintegralen 
(van continue functies) bewezen m.b.v. de Lebesguetheorie; vgl. 
het bewijzen van eigenschappen van reêle functies m.b.v. com- 
plexe getallen (bijv.: het bepalen van fe*“*cos bx dx). Vgl. ook 
(18.9). 


520, De stelling van Fubini. 


Zij f een functie IRP x IRd > IR. Voor elke x € IRP geven we met 
ICE (x,y) aan de Lebesgueintegraal van de functie ye f(x,y) 
(indien deze bestaat). Analoge betekenis van Ix(f(x;y)) en 
Ix(Iy(f(x,y))). Merk op dat voor trapfuncties en ook voor op een 
blok B C RP x IRÌ continue en daarbuiten nul zijnde f geldt 

(*) Ix(Iy(f(x,y))) = Iy(I, (f(x,y) = I(f) 
(vgl. (12.16)). 


In het onderstaande bewijzen we dat (*) geldt voor alle f € L. 


Onder een celketen verstaan we de vereniging van hoogstens aftel- 
baar veel disjuncte cellen. Zijn C, en C, cellen, dan zijn C, U C3 
en C,\C; te schrijven als de vereniging van eindig veel disjuncte 
cellen; via 
oo 1-1 0 
UC; = U [C;h U Cl (met U Cm = B) 
1=1 1=1 m=1 m=1 
zien we dat de vereniging van een PL cellen (Ci) is te schrijven 


als celketen U Dis waarbij X vollDj,) $< XZ vol(Ci).’ 
k=1 k=1 Let 


oo 





20.4) 
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oo oo k 
Zij C = UC; een celketen met E vol(C;) < te, Noem De = U C45 
i=1 i=1 i=1 
Kp is een trapfunctie, en voor alle x geldt Kp) Î Xclx) (k >). 
k oo 
Uit (WR)IMDp) = En 5 Kk volgt nr det XS 67 
f 1= oo LS 
en I(Xo) = lim (Xp) = EF vol(Ci). 
ko 1=1 
Uit het bovenstaande volgt nu onmiddellijk: 


Stelling. Zij A CG Mn Dan geldt: | 
A is verwaarloosbaar *® bij elke € > 0 bestaat een celketen C in 
IR! met ACC en I(Xo) Se. 


Voor A CIRP x IRÎ en xe IRP geven we met Ax aan de verzameling 
{y € RAl(x,y) E A}. 


Stelling. Zij A C IRP x IRÚ verwaarloosbaar. Dan is Ax voor bijna 


alle x € IRP verwaarloosbaar in IRS, 


Bewijs: volgens (20.2) is er bij elke k € IN een celketen Er de, 
RP x RA met AC Ei eh I(XEr) < &. Noem Fx = B E;; elke Fx is 
een celketen (ga na) met A C Fx en LOE) DE Ne Kk = XPy5 

voor alle (x,y) € IRP x IR{ is de rij Xie (x5yd) monotoon dalend; 


en lim IX) = 0. 


k->oo 
Zij k € IN; er is (vgl. (20.2)) een rij trapfuncties (t;) op 
RP x IRA met tz Î X en I(ti) f IX) (1 >). Definieer vilx) = 
= Iylt;(x,y)) (i € IN); (vi) is een monotoon stijgende rij trap- 
functies op IRP, en 


lim Ilv;(x)) = lim I,(Iy(tj(x,y))) = lim I(tj) = IX). 


1 1 100 
Volgens (15.1) is lim ER CH(IRP); voor bijna alle x € IRP geldt 
1-00 | 
dus: lim vjlx) < te en dus (weer volgens (15.1)): de functie 
1->o0o 
ys lim tilxsy) = Aj Roy) behoort tot CH(IRÍ), terwijl 
100 
IX lx y)) = eb Iy(t;(x,y)) = Da valde 


Er volgt dat de b.o. gedefinieerde functie Ek tx IX) 
tot C*(IRP) behoort; terwijl 
Ix( Ly XX) = T,(lim v;lx)) = IX). 
1->oo 





(20) 
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Voor bijna alle x € IRP is (g(x) een monotoon dalende rij niet- 
negatieve getallen (ga na), terwijl lim Isle (x)) = 
_ ko | 
È En Ix(Iy (Xi (x,y))) = 05 volgens (16.6) is Een EK (xd) = 0, 
Met (16.7) volgt nu dat voor bijna alle x € IRP geldt 
C**) lim g(x) = lim Iy(lx,y)) = 0. 
k->oo k->oo 
Voor alle k en x is (Fi) een celketen in IRÍ (ga na), terwijl 
Ag SS ABe Uit Gels = {y € IR ed = 1} volgt dat 
Iker 6901 = Iy (Xi (x,y))s met (**) en (20.2) volgt nu dat A 


voor bijna alle x € IRP verwaarloosbaar is, 


stelling (van Fubini). Zij f : IRP x IRd > TR sommeerbaar. 


Dan geldt: 


Voor bijna'alle x € IRP is de functie y > f(x,y) sommeerbaar; 


[5 [@ 


de (b.o. gedefinieerde) functie x P Iy(f(x,y)) is sommeerbaar; 

If) = II (f(x,y))). 

Bewijs: volgens (16.2) is het voldoende de stelling te bewijzen 

voor het geval dat f € CH(IRP x m4), 

Zij (ty) een rij trapfuncties IRP x IR4 > IR HEE Bat B Dee Kun 

IRP x IR4) en Dan ZEE = If). Volgens (20.3) geldt voor bijna 
00 


|o 


alle x € IRP: 
(1) lim tjlx,y) = f(x,y) b.o. in IRS. 
k->oo 


Definieer sj(x) = IyCt (xy); Sk Ìs een trapfunctie op IRP (k € IN). 
De rij (sk(x)) is voor elke x € IRP monotoon stijgend, en voor alle 
k geldt I,(sy(x)) = It) S ICE); er volgt dat voor bijna alle 
x E IRP geldt 

(2) lim ECtj xy) = lim s(x) < +o 


k->vo k->oo 
dus lim s, € C*(IRP) en I,(lim splx}) = lim Ils (x)) = lim It) = 
ICE), 


Zij nu x € IRP zó dat (1) en (2) gelden. Definieer Uy) = tj (xy) 5 
U is een trapfunctie op IRS. De Pij (ujly)) is overal monotoon 


stijgend, en lim I Cu (y)) = lim IyCt(xsy)) <S to, Er volgt dat 
k->oo y koo 


tim u € C*(IRI), dus de functie y > f(x,y) behoort tot C*(IRH), 
koo 
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Verder is lim s(x) = lim I,Cty(x,y)) = Iy(f(x,y))s lim sp € CÈCRP), 
k->vo k>oo koo 

dus de functie x ICE xy)) behoort tot C*(IRP), en I(£) = 

5 Tek Ss (x)) = ICI, (E Cyd). 


Opmerking. Door verwisseling van x en y blijkt dat ook geldt 
EET) e= Ig I CECA). 


(20.5) Voorbeelden. pn 
1. We berekenen ze dx; bewijs zelf dat deze oneigenlijke 
0 
(Riemann-) integraal absoluut convergent is. 


Voor alle x > 0 is 


2, fte “tat, 
Q 

a = f 200 ax = f(f(1-cos x)te “tat)dx, 
Q 0 0 


waarin beide oneigenlijke integralen absoluut convergent zijn 
en dus als Lebesgueintegraal geïnterpreteerd kunnen worden 
(zie (19.4)). Teneinde de integratievolgorde te verwisselen 


Xt als 


definiëren we f : IR? > IR door f(x,t) = (1-cos x)te 
(x‚t) E [O,o) x [O,e®), flx‚t) = 0 elders. Ff is continu en overal 
niet-negatief; noemen we Xp de karakteristieke functie van 


LOR] « [O,RI, dan is 
R R 
I(XrRrf) = f (Sf (1-cos x)te *tat)dx < 
0 0 


R oo oo 
< J(1-cos Xx) (Ste “tatjax < f SEK die: 
0 0 ft. 
Toepassing van (19.1) leert dat f € L. De stelling van Fubini 
leert nu dat 
ICË) = II, (f(x,t))) = FEAE SEL ETI) = of 
dus 
a = I,CICf(x,t))). 
Voor alle t > 0 geldt: de oneigenlijke (Riemann-)integraal 
Sflx;t)dx = f(1-cos x)te “tax 
Ô 


0 
is absoluut convergent, dus (vgl. (19.4)) 
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5 en > 
I(f(x,t)) = geen x)te “tax = d en Dn É 5 
(ga na). Verder is 
r dt 
0 t2+1 
absoluut convergent, dus 
ar EGG =f sE 


Voor alle p > 0 is 

F(p) = Se*xPriax 

Ô 

absoluut convergent (ga na);5 we leiden een betrekking af tussen 
T(p), TCq) en F(p+tq). 
Zij psa > 0; er geldt 

Tlpil(a) = fer xPTi(fe YytTtay)ax E 

0 0 


(voer voor alle x > 0 in de tweede integraal de substitutie 
y = tx uits {0} is dun!à 
= fe *xP sert ldatjax 
0 


0 
(waarbij alle voorkomende integralen absoluut convergent zijn 


en dus als Lebesgueintegralen zijn te ifterpreteren). Met een 


redenering als in voorbeeld 1 zien we dat 


T(p)r(q) z ffe ttrijx prat arlgsjat 


0 0 
= fet par ERIN PHA A Dat = 
Û O 
(substitueer x = y/(t+1)) 
= pta) dt Cs Fpta)Blpsa)). 
0 (t+1)P "4 | 


Tot slot enkele toepassingen van de Lebesguetheorie op absoluut 


convergente reeksen. 


1. Laten (aj |k > 0) en (a_ylk > 1) twee reële rijen zijns we 
+ 00 


zeggen dat Za, convergent is met som s indien Z a en 
— 00 k20 
X a_k convergeren terwijl 
ke>1 oo oo 
E Ax + E dine S= Bs 


k=0 k=1 





IND 
® 
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/ 
5 oo oo -j- OO OO 
In plaats van Za, + ZX a_, schrijven we ook YE a” Zar 


k=0 k=d +00 k=-o en 


heet absoluut convergent als Z|a,l convergent is. 
oo 


Definieer f : IR * IR door f(x) = a als k S x S< k+1 (k E ZZ); 


is f sommeerbaar, dan is 
+00 
If) = Ya 
k==o : +00 
(vgl. (19.5)), maar uit de convergentie van Za, volgt niet 
00 


het sommeerbaar zijn van f (vgl. convergente maar niet absoluut 
convergente oneigenlijke Riemannintegralen; bedenk zelf tegen- 
voorbeeld). Wel geldt: 


f is sommeerbaar ® Za, is absoluut convergent. 


mm OO 


Bewijs: f is de limiet van een rij trapfuncties, dus er geldt: 
fELe fl EL (zie (17.5)). Verder geldt: |f| EL @ 


> El -X 0} EL en Arae EL» ent en Nen 


zijn convergent * Za, is absoluut convergent (ga na:). 
oo 


k| 


We bewijzen nog eens de stelling betreffende het omschikken 
der termen in een absoluut convergente reeks (vgl. An.II, 
(9.13): / | 


Laat Za, absoluut convergent zijn (dus f € L), en zij d een 


—_ OO 


bijectie Z 2 Z. Definieer 
A. = U f{fd(k),;dlk)+1), B 
k=0 


5 


n 


n= U [dl-k),b(*K)+1) (m,n E IN), 
el 


k= 
A z= U f[dlk),d(k)+1), B = U [dl-k),dl-k)+1). 
k=0 ket | 
Ea en Ee zijn trapfuncties; voor alle n‚m geldt 
n | mn 
Ya z= ICf-Xa )s a 5 = I(f-Xr Js 
k=0 dk) Nn ved d(-k) m 


(Wo [EGO Xr GO S [EGOMGOI S TEGOL, 


(Va) [FC XB, 0 | < |f(x)Xg)l S LEGO); 
verder is voor alle x 
lim FCX) Xa, (0) 


1-00 


lim f(x) (2) 
noo 


Fx) Xn), 


f(x)Xplx). 


KA 
KJ 
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M.b.v. de stelling van Lebesgue concluderen we (aangezien 
[fl € L) dat | 
co 


= lim ICE Xa) 


noo 


I(f-Xn); 


Za 
=0 dk) 
Be lim I(f-Xn ) = I(f-Xga). 
k=i Ó kh mvo Bm | od 
Uit I(f-Xa) + I(f-Xn) = I(f) (wegens A UB = IR) volgt tenslotte 


"e doo 


= 5 a 
ep) k= oo k° 


Zij a een afbeelding Z Xx Z * IR$ we schrijven ook ayn in DER 


van alk‚n). Definieer f : IR* > IR door f(x,y) = arn als 
k-1 Sx Sk, n-1 Sy $<n (k,n € Z). Met behulp van de stel- 


ling van Fubini kan men nu bewijzen, (doe dit zelf): 


f € L * de dubbelreeks ZZ ( Z aen |) is convergents; 


n=. kz==0o 
is de laatste dubbelreeks convergent,;, dan is. 


+ oo + oo oo +oo 
2 ( X Arn ) e z ( x arn bs 
n==@% k==-o k==% ns 


(1.3) 





Wijzigingen Analyse III. 


Kl 98e Il vann 

betekent dat de regels 3-7 van (1.98) van het dictaat ver- 
vangen moeten worden door .….... . De gewijzigde versie wordt 
aangehaald als (1.98'). | 


51. 
Het dictaat definieert het begrip afgeleide alleen voor 
functies van IRF in IRÍ. De definitie van hogere orde afgeleiden 
wordt hierdoor bemoeilijkt. Zie ook de gekunsteldheid van (2.4). 
Beter is het dit begrip meteen te definiëren voor functies van 
een Banachruimte E in een Banachruimte F (An. II, (8.6)). 


Essentieel hiervoor is het volgende hulpresultaat: 





Stelling. Zij L een lineaire afbeelding van een genormeerde ruimte 
E in een genormeerde ruimte F. Equivalent zijn: 

1. Voor zekere M en elke x € E geldt IlLxll < Mij xll 5 = 
2. L is uniform continu. | nn | 


3. L is continu in 0. 


Bewijs. / 
1 * 2: Zij e > 0. Voor |lx-yll S e/M geldt || Lx-Lyll 


S Mllx-yll Se. 
2 > 3: Evident. 
3 > 1: Kies 8 > 0 met |l xll A ie bu 1. Voor M = 1/8 en y # 0 


geldt dan Il Lyll - ILG ly - LD < Ml yll. 


ILG S | 


Opmerkingen. 


yu, Voor E = RP ls aan deze voorwaarden automatisch voldaan. Voor 
de somnorm |l .ll, op IRP geldt nl.: 


ILxll = IL(Ex,e,)l = l2x,Lle)ll S Eix; [max lLe,ll = Ixil, max WLe.ll, 
i 


P 
met (e. i)i<iep de natuurlijke basis van IR 


5. In (1.31!) bestaat ook een kleinste toegelaten M. Dit getal 
heet dan de norm van L en wordt genoteerd als IL. 

6. Men kan nu gemakkelijk bewijzen dat de ruimte van alle continue 
lineaire afbeeldingen van een genormeerde ruimte E in een Banach 
ruimte F zelf ook een Banachruimte, notatie LEEsE)s A5 tee: 


dit normbegrip. 


2. 


7. Voortaan zijn E en F steeds Banach ruimten over IR of Banach= 
ruimten over C. 





(1.4) Zij A = E open, a € A, f : AF eontinu en L een lineaire af- 
beelding van E in F. L is de afgeleide van f in a indien f en 
xe f(z) + L(x-a) elkaar raken in a. Meer exact: 

Definitie. f heet differentieerbaar in a, met afgeleide L, indien 
voldaan wordt aan de volgende (equivalente) voorwaarden: 


| a. lim {[f(x) - fla) - L(x-a)l/llx-all = 0. 
| x>a 
Xa 


b. De functie p : A > F, gedefinieerd door f(x) = fla) + L(x-a) + px), 
| voldoet aan lim p(x)/llx-all = O0 (d.w.z. p(x) = ol x-a ),(x > a)). 

xFa 
(1.5),(1.6). Vervang IRP en IRÀ door E en F. Vervang in (1.6.b) lineaire 


| door continue lineaire. Dit mag wegens: 
(1.7) Stelling. f differentieerbaar in a met afgeleide L > LE L(E,F). 


| Bewijs: Wegens (1.3.3') is het voldoende te bewijzen dat x * L(x-a) 
eontinu is in x = a. Dit volgt uit elks = f(x) - f(a) —- P(x), de 


continuiteit van f in a en p(x) = o(llx-all ). 


Opmerking. Volgens (1.3.4') blijft voor het geval E = IRP deze 
stelling ook geldig indien we in def. (1.4) niet eisen dat f 
continu is.Uit (1.3.1') volgt dan echter wel: f is differentieer- 
baar in a > f continu in a. Voortaan eisen we dus de continuiteit 


| van f op A alleen indien E niet eindig dimensionaal is. 


(1.8)-(1.10). Vervang IRP, TR nan door Banachruimten E‚F,... . De 


beschouwde afbeeldingen f en g zijn steeds continu. 


(1.9.17-27). Voor het onderzoek van de term p(g(y)) stellen we € > 0. 
Kies 8 > 0 met lgly)-all < 8 > llplgly)ll S ellglyd-all. Hieruit volgt 


Lola < elgy-all … elg'(D)y-b)to ll < roue … Le) 
1 y-bi Ty=bi Eene ES as 


wegens (1.3.5!) 


TROEL Alen en a er enthmerbatk  eree ee er Paren ee Ere Nete ee eeen tee Ee ee een reen mrd er ne 
RE Ale en err me aten ase re en eren ee NEN 
S 





k 
| 
2 
| 
j 
| 
| 
# 
| 
| 
E 
| 
| 
| 
| 
Â 
| 
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(2.4.5-13) vervalt. 


(2.5.4-1U) Zij B : M(n‚n) * IR de afbeelding (agg dte deels 


1) 


f s dj o f. Ga zelf na dat dj differentieerbaar is en dat 
' ee ° 
«5 (A) = EE voor elke matrix A. 


Stelling. Equivalent zijn: 
1. f is differentieerbaar in a. 


2. Elke Eis is differentieerbaar in a. 


3. lim fx) -f(a) bestaat. 


En Xx-a 
xfa 


> 5. ! ' == nt t ” ' 
1 2: Volgens (1.9!) geldt fia) arz(fladf (a) Ee (a). 


2 * 3: Volgens (2.1) is de differentieerbaarheid van fs in ä 
equivalent met het bestaan van lim fjjb-fi (a) Volgens AN. II, 
x>a ee 
xfa 


(5.17.2), is het bestaan van deze limiet voor elke i en j equivalent 
met (3). 
3 > 1: lim | f(y)-f(a)-lim EGO Fale) / | y-al 

ya Xa Bn 

ya xFa 

== l Ze Ce ve -f!, De Ee = e 

Lim fj; f(a) fis) (y a)|/|y-al 0 

ya 1, | 

ya 
Opmerking. Met ook hier de verkorte schrijfwijze f'(a) i.p.v. 


f'(a)1 geldt dus ook f'(a) = KE 


(2.8)-(2.11) Vervalt. 


Een 


(3.5) Opmerking. Het begrip continu differentieerbaar verandert niet 


indien LCIRP, IRS) voorzien wordt van de in (1.3.5') gedefinieerde 


norm. 


8D. 


(5.3) D,f continu moet zijn D,f continu op B. 





(63) 


(6.9) 


(7.3) 


56, 


Definitie. f heet moet zijn Stelling (zonder bewijs) f is 


Voor de fijnproevers. 


Zij A een open deel van de Banachruimte E , f een n-maal continu 
differentieerbare afbeelding van E in F en x € A. Per definitie 
is f'(x) een element van L(E,F) en f'(x) dus een element van 
L(E,L(E,F)). Uit de functionaal analyse volgt dat £(E,£(E,F)) 
isomorf is met de Banachruimte £(E x E‚F) der multilineaire 


continue afbeeldingen van E x E in F. Met volledige inductie 


bewijst men dat elke iN geïnterpreteerd kan worden als een. 
continue multilineaire afbeelding van E x ... Xx Elkx) in F. Met 
de notatie nk) = (h‚...‚h) (kx), h EE, geldt dan: 
Stelling. Voor elke e > 0 bestaat er een > 0, met 

zi | 
IEGx+D) = fo) - FE A Eon < enn ® voor Inl < 

k=1 °° 
87. 


Opmerking. De uitspraken van deze eine blijven geldig indien 
f een continu differentieerbare afbeelding is van A CE in F. In 
dit geval heet f regulier in a indien f'(a) een lineair homeo- 

morfisme van E op F is. Het gegeven bewijs maakt geen essentieel 


gebruik van de aanname E = F = IR, 


568. 


rms 


(8.3.2-9). Laat E‚F en G Banachruimten zijn, A een open deel van E x F, 


(a,b) E A en 6 : A >G een continue differentieerbare afbeelding 
met pla,b) = 0 en met D,b(la,;b) een lineair homeomorf isme van F op 

G (d.w.z. y t> bla,y) regulier in y= bb). 

Dan zijn er open bolomgevingen C, en C2 van a en b, met C, Xx C, C A, 
en een continu differentieerbare £ : Ci > C3, met £ op Ci Oe 


impliciet gedefinieerd door DRY) == 0, 


(8.3.10). Bewijs moet zijn Bewijs (voor de fijnproevers). 


eeen Eden Sr enn hs Sgt on en ie en en vegen men mt en er ee en at ann aen et ende ee ee TENT WAE EE DER MERE Ee ORE Dn 








ji aten ee ee seek eek Wren werden ek bee ree ete ee and Ee en en mese ten de te ee en me 
ee ber Sne SD eem gen Prem, vee jk en KA Ebert een en ern En eta Ee TE ON nn AR de enke if 
d 


59, 


(9.7) - (9;9) vervalt. 


810. 


(10.2) Definities (vergelijk AN II, 51). 


a. inf, (£) inf{f(x) Xi-g SXS XJ (1 Sk Sn) 


SUP (f) = sup{f(x) : xy SX S xj} (A SkSn) 


b. De bovensom van f t.a.v. D en g is het getal 
n 
Sp = SE) = Ee — g(x_g)l- 
De ondersom van f t.a.v. D en g is het getal 
Sp = Sp) = Ne Lel) - gj). 
c. De bovenintegraal van f over [a,‚bl t.a.v. g is het getal 
me 
ff(x)dglx) = inf{s) : D verdeling van [a,bl}. 
a 
De benedenintegraal van f over [a,bl t.a.v. g is het getal 
b 


Sf(x)dglx) = sup{s) : D verdeling van [a,‚bl}. 
-a 


d. f heet Riemann-Stieltjes integreerbaar, over [a,b] t.a.v. g, 
‚b b 


indien SfGodgtx) = ff(x)dglx). De gemeenschappelijke waarde 
a 


—a 
heet in dit geval de. Riemann-Stieltjes integraal van ie over 
[a,bl t.a.v. g, en wordt genoteerd als rbe of ffdg. 
| a a 
(10.3.1-5) Vervalt. 
(10.3) d. Voor elke verdeling D geldt (ga na) 
b b 
sp SJ/SfdgS< ffdg < sp: 
-a a _ b b | 
e. À > 0 > sn(Af) = Asnlf), JaAfdg = X ffdg, SAF) = Asrn(£), 
ee D D 5 en =D =D 
Db 
SAfdg = X ffdg. 
a —a 
SpCE) ab Es Eplijthe s Eta tE) 
D b ne: b b 
S(-f)dg = - ffdg, Î(Ei+tfaddg SS Tide + Tf, de 
a —a a a a 


(10.4) Vervalt. 





(10.5) Vervalt. 


(10.6) Stelling. 
a. De verzameling RSla,bl der op [la,bl t.a.v. g R-S integreerbare 
functies is een lineaire ruimte 
b. De afbeelding f > ffdg van RSla,bl in IR is lineair en monotoon, 
e | 
b 
den Zs Ff, as fz > ff,dg S Sf,dg. 


a a 
e. f continu op [a,‚bl > f E RS[a,bl. 


b 

d. f = e (eonstant) > ffdg = clg(b)-g(a)). 
dp 

e, f_ Yv 0, f_, continu rn Yv 0. 


Bewijs: a,b: Pas (10.3'.d-e) toe. 
ec: Zij e>0. Kies 8 > 0 met [x-yl < 8 > |£(x)-F(y)| S 


€ 
g(b)-gla)+1® 
Voor een verdeling D met m(D) < 8 geldt dan 


b b 
sp SSfdg < [fdg Ss) Ss) + e (ga na). 
-a a | 


Voor elke verdeling D geldt Ss = s = c(g(b)-gla)). 
Zij e > 0. Volgens de stelling van Dini (AN II, (8.17) geldt 


OS EE, See voor n groot genoeg, dus ook 


b b | 
Sf _dg S fedg S elglb)-gla)). 
a a 


NS 
(10.7) Stelling. Voor c € (a,b), g isotoon op [a,bl en f begrensd op [ a,bl 


geldt: f E RSla,bl * f E Rsla,cl NA Rsle,‚bl. 


b c D 
Bovendien geldt dan fdg = JS fdg + f fdg. 
a a C o 
Bewijs: *: Zij e > 0. Kies verdelingen D, en D, met sp, SJ fdg < 
b a 
5 3 < <5 < le. ine 
< ED Sp, + je en Sp, EE B, S Sp, + Je en de verdeling 





D= D, U D, van [a,b] geldt dan sj = sp + Sp, “EA + fdg < 


e & = . 
S ED + SD: Sj» Sen + Sn, kr Sp te 
>: Kies een verdeling D van [a,b] met c € D en 5) = Sp S e. Voor 
de restricties D, en D, van D tot [a,cl en [c‚bl geldt dan 
Sn = Ss s = | s = 5 
SD SD, st Ds Sn * Sn dus ook SD, Sp, Ee &N 


Ss De 


D, 2D: hie 


(10.8) Vervalt. 
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610.10, 


(10.10. 


CLOE 


lr 


EL 


€12. 


CA 


CLA 


(12. 


10) 


11) 
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15) 


ba 


(10.9.4-19) Bewijs: Beide integralen bestaan. Zij e > 0. Volgens (10.3) 


bestaat er een verdeling D = ÚXo sesso Xj } met 0 < sp … Sp S € en 
OS Ere Sn S e (de accenten hebben Reenen op de tweede 
integraal). Kies 6: met g' (Ei) xyexs 4) = = Cx; ) = Cx, ) s 


1 
sE On en stel 


5) S s S EN en 


IR BEE. i)Latx; ) -— Cx, jl. AE geldt s 
a 
Sn S S < st, dus ook Pres — jes dx| S 2e (ga na). 


5) Vervalt. 
| b g(b) 
9-24) We bewijzen de relatie IE) = f f(Ô(y))dy. 
gla) 


Zij € > 0 en M= mast leGl : x € [a,bl}. Kies een verdeling D- 
b 


| ER | Ns en 
met {fag S SCE ze en lex, ) glx; lS CM) tdeg) Voor 
elke i. Met y; = Re ) en D' Kn verdeling (yo ses 5Y} van [ c‚d] 
| b d 


geldt dan |{fdg - fesayl < rag - 5) | + |sj — Sfôdyl 
d C C 
S Je + |s,(f0) - ffôdyl| 
C 


32-47) Bewijs: Volgens (10.7') is het voldoende te bewijzen dat 
1 fag = te iter) Volgens (10.7!) en (10.10.1) is ook vol- 
ne het bewijs van 1 fdg = f(a, ) (ez -e, ) voor willekeurige 
ö > 0. Kies nu D = bas boa, 3 en kies 8 klein genoeg. 


‚6-13) Vervalt. 


312, 


hennen nend 


e. Elke op B continue functie is Riemannintegreerbaar over B, 


Vervalt. 


Vervalt. 


Vervalt. 


Vervalt. 


Vervalt. 
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(ide 


(14, 


(15 


(17. 


SAS. 


2.2) 1. Een singleton, een zijde van een gesloten blok B en fr(B) 


zijn verwaarloosbaar. 


.2.17-20) Vervalt. 


SIL, 


h.31-32) F_ dun is moet zijn EF, verwaarloosbaar is. 


615. 


3.2) S to (2x) is overbodig. 


817. 


2) Stelling (lemma van Fatou). 
Zij hE€L en zij (E_) C Ls met 


a. f(x) 2 h(x) b.o. voor elke k. 


b. liminf ICE) SS © (d.w.z. sup inf ICf;) Sw). 
k i2k | 
k E L en I(lim inf f) S lim inf ICE). 


Bewijs: Volgens (17.1) geldt Ei > inf f, E L voor elke k en 

ik 
Ig) S I(E;) \voor i > k, dus ook Ig) S De I{Er) S Lim inf I(EJ)S 
< o, Uit €, CL, Er Î lim inf fs Sup I(g,) S ov en (17.1) volgt: 


Dan geldt lim inf f 


nu lim inf f, € L en I(lim inf f‚) = I(sup g,) = sup I(g,) S 
k k k k k 


S sup inf I(F,) = lim inf If). 
k i2k 


(17.3.6-17) Bewijs: Ga zelf na dat CE) en En, aan de voorwaarden van 


(17.2') voldoen. Hieruit volgt I(f) S lim inf ICE) en 
I(-f) S$ -lim sup ICE); dus ook I(f) > lim sup ICE) > lim inf ICE), 
f E L en I(f) = lim ICE). 
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818-20. 


(18.1) We geven, zonder bewijs, nog enige veel gebruikte eigenschappen 
van de Riemann- en Lebesgueintegraal. 


(18.2) Volgens (16.2) en (15.4) vallen beide integraal begrippen samen 
voor trapfuncties. Meer algemeen geldt nu echter: 
Stelling. Zij f begrensd op een blok B, met 0 voortgezet buiten B 
tot een functie f* op IR. Dan 
f Riemannintegreerbaar over B * f is b.o. continu op B > 
SEE NGE Den Dre Lr), 


(18.3) De uitspraak f b.o. continu op B betekent volgens (13.3) dat er 
een verwaarloosbare verzameling AC B bestaat, met 


lim fly) = f(x) voor elke x E B-A. 
B3yx | 


Ga na dat f = Kon o 11 wel Lebesgue- maar niet Riemannintegreerbaar 
ò 
Li 


(18.4) Stelling. Zij f£ : [a,e) * IR een functie met absoluut convergente 


Riemannintegraal, d.w.z. £ is Riemannintegreerbaar over elk 
oo 

interval la,pl en f|fGx)|dx = lim {[f(x)|dx Se. Hiervoor geldt 
a 


p'o a 
f* E Len I(F*) = ff(x)dx = lim ff(x)dx. 
a pv a 


oo . P . 
(18.5) Ga na dat f EAX ax = lim ld bestaat, maar dat f* in 
0 pw Q ‘ 
dit geval niet Lebesgueintegreerbaar is. (Pas (16.3) en (16.6) 
toe). | 


(18.6) Voor een sommeerbare functie f£ : IRP x IR4 > IR en x € IRP geeft 
(E(X, y)) de Lebesgueintegraal over IRÀ aan van de functie 
yy) en ICI, (EC, de Lebesgueintegraal over IRF van 
de functie x IEC). 

Stelling (Fubini). 
Voor f : IRP x IR > IR sommeerbaar geldt 
a. De functie y > f(x,y) is sommeerbaar over IRS voor bijna alle x. 


b. De dus b.o. gedefinieerde functie x > ICf(x,y)) is sommeerbaar 
over IRP, 


de TCE) = ICT (f(x,y). 


(18.7)-(20.6) Vervalt. 


